Reserva Matematica

Tema 1

Resumen

1. Operacioén financiera

Definicién 1.1 Entenderemos por operacion financiera a cualquier inter-
cambio de capitales financieros con distintos vencimientos.

Ejemplo 1.2 FEl pago de la prima un sequro.
Ejemplo 1.3 Una opcion de compra sobre una accion.
Ejemplo 1.4 Un préstamo hipotecario.

En cada operacion financiera participan dos agentes, uno de ellos genera
un flujo de capitales que denominaremos de prestacion y un segundo que
denominaremos de contraprestacion.

Los flujos de capitales los representaremos con un vector

C= (C(]?Ch . '7Cn717cn)

donde C), representa el flujo de capital en el instante de tiempo ¢,,, asumi-
remos los mismas componentes para ambos agentes, ya que en caso de no
recibir flujo en un instante de tiempo dado la correspondiente componente
temporal, digamos CY, esta sera igual a 0, esto es C}, = 0.

Ejemplo 1.5 Juan presta 1000 euros a Pepe, que se compromete a devol-
verlos en dos pagos mensuales de 500 euros. En este caso los flujos que se
generan son

Juan: (0,500, 500)
Pepe: (1000, 0,0).



1.1. Valor inicial y valor final

Recordemos el concepto de valor inicial y final de un flujo de capitales.
Asumamos un flujo de capitales

C= (007017 s 7Cnfl>cn)-

Denotaremos por iy x4+ el tipo de interés entre los periodos £ y £+ 1 para k
variando entre 0 y n — 1.

Definicién 1.6 Diremos que (ig1, ..., inn-1) €S una estructura temporal de
tipos de interés para un flujo de capitales C = (Cy, C1,...,Ch_1,Cy).

El tipo de interés entre 0 y k£ lo podemos definir mediante la expresion:
(I4dok) :== (L +d01)(L+d12) ... (L4 tp—1x), (1)
donde por motivos de notacién escribiremos
100 =111 =" =lpn = 0.
Esto nos genera otra estructura de tipos:
(10.1,%0.2 - - - s G0.n)

Se puede comprobar que empleando (1) es indiferente conocer (i1, ..., iy n—1)
0 (ig,1,%0,2, - s %0.n)-

Ejemplo 1.7 Juan presta 1000 euros a Pepe, que se compromete a devol-
verlos en dos pagos mensuales de 500 euros. En este caso los flujos que se
generan somn

Juan: (0,500, 500)
Pepe: (1000, 0, 0).

Supongamos que los tipos en la operacion son
io0 =0, 191 = 0.0024 (0.24 %) i1 2 = 0.0016 (0.16 %)

lo que nos dice que el primer mes el interés serd de un 0.24 % mensual y el
sequndo mes de un 0.16 % mensual. Entonces el interés de los dos meses

luego
ip2 = 1.0039 — 1 = 0.0039 (0.39 %).



Definicién 1.8 EI valor inicial de un flujo de capitales (Cy, Ch, . ..,Cph_1,Chp)

bajo una estructura temporal de tipos de interés (ip 1,412, .. ,inn-1) €S
Vo = —_— 2
2 i) ?
Definicién 1.9 EI valor final de un flujo de capitales (Co, Cy,...,Ch_1,C)
bajo una estructura temporal de tipos de interés (ip 1,412, .., inn-1) €S
Vo= Cr(l+ios) (3)
k=0

Ejemplo 1.10 Juan presta 1000 euros a Pepe, que se compromete a devol-
verlos en dos pagos mensuales de 500 euros. En este caso los flujos que se
generan son

Juan: (0,500, 500)
Pepe: (1000, 0, 0).

con una estructura de tipos de interés (0.0016,0.0024). Con estos datos el
valor inicial de los flujos de Juan:
500 500

Vi =0 = 997.21
0= 0T [T50.0016) * (1+ 0.0016)(1 + 0.0024)

y el valor final
V, = 0(1 4 0.0016)(1 + 0.0024) + 500(1 4+ 0.0024) + 500 = 1001.2.

Una pregunta natural es jcudl serd el valor de los flujos, para una es-
tructura de tipos dada (ig1,%12,- - -,inn—1), €0 cualquier instante de tiempo
intermedio k donde 0 < k < n?

La respuesta es simple, basta ordenar

CO? ) Ckflu Ck7Ck+17 ) Cn

i071a s 77:/{:—1,]67 ik,k:-‘rl) s 7Z.n—1,n
los flujos (Cy,...,Ck) generan un valor final con una estructura de tipos
(G0,15%1,25 - - -5 ig—1,) igual a

k
Vvﬁnal = Z Cs(]- + Z.O,s) - 00(1 + iO,k) + Ol(l + il,k) 4+ -4+ Ck

s=0



y para (C, Ci41, ..., C,) con una estructura de tipos (i i1, - - - in—1n,) cal-
culamos el valor inicial

n

§ : Cs Crs C,
‘/;Ilicia - — = O + S mme— + “ e + -
l s=k (1 + Zk,s) * 1+ Lk, k+1 I+ (378

Podemos introducir entonces

Definicién 1.11 El valor en k de un flujo de capitales (Co, Cy, ..., Cp_1,C)
bajo una estructura temporal de tipos de interés (ip1,%12, -, inn-1) €S

k—1 n
C
Vi=Y Ci(1+4isz)+Cp+ —_
; s;—&-l (L +dks)
esto es,
. . Crs1 C,
V. = Cy(1 e+ Croq(1 _ Cp + ——— + - )
k o(1+dok) + + Cro1(L+dp—1p) + Ck + 1T iprm + .

Ejemplo 1.12 Juan presta 1000 euros a Pepe, que se compromete a devol-
verlos en dos pagos mensuales de 500 euros. En este caso los flujos que se
generan son

Juan: (0,500, 500)
Pepe: (1000, 0, 0).

con una estructura de tipos de interés (0.0016,0.0024). Entonces el valor en
el primer mes de los flujos de Juan es

500
Vo =0(1+0.0016) + 500 + ——— = 998.80.
2 =01+ )+ 500+ (14 0.0024)
Basta observar que lo importante en esta operativa es la estructura de
tipos de interés (ip 1,712, .., inn—1). Construimos la matriz
r 1 1 1 o 1 1 7
' (1+i0,1) (1+i0,2) (1+i01,n71) (1+§0,n)
(1+ Z_o,l) 1. (1+i1.2) o (1+z‘11,n_1) (Hil’")
A (1 + 2072) (1 + 2172) 1 (T Fizn1) (T tizn)
(I +ion-1) (I +ip-1) (I+dgn-a) - 1 m
(14 40,) (14 141,) (I4+1d3,) - (I+ip—1n) 1 |




Entonces el calculo de los valores del flujo en cada instante de tiempo se
puede calcular del modo siguiente:

F v
Vi
V5
V = AC, esto es, )
anl
Vo
r 1 1 1 o 1 1 1 -
. o) (i0.2) (+0.n1) (o) Co
(1+ ?071) I T R e I T Ci
(1 + 7/0,2) (1 + Z1,2) 1 to (Itizn_1) (+izn) CZ
(I +dom—1) (I+d1n) (T+dona) -+ 1 m Cn
. . . . * C
(]- + ZO,n) (1 + Z1,n> (1 + 12,77,) e (1 + Zn—l,n) 1 | L "

La primera observacion importante es que la matriz A tiene rango uno,
esto quiere decir qus su determinante es cero, con lo que la matriz no es
invertible, y ademés la primera fila genera las restantes.

2. Equivalencia de operaciones financieras

Sigamos con el ejemplo de la seccién anterior donde Juan presta 1000
euros a Pepe, que se compromete a devolverlos en dos pagos mensuales de
500 euros. En este caso los flujos que se generan son

Juan: (0,500, 500)
Pepe: (1000, 0,0).

Ahora bien, Juan piensa con buen criterio, que si pusiese sus 1000 euros en la
Cuenta “Pastén”, que paga un interés de un 10 % mensual, los flujos serian

Juan: (0,0,1210)
Cuenta Pastén: (1000, 0,0).

Supongamos entonces que el tipo de interés mensual para todas las operacio-
nes es del 10 %. Entonces la valoracién de los flujos de capital (0, 500, 500) con




una estructura de tipos (0.10,0.10) nos proporciona los siguientes resultados:

500 500
Vo = — 867.77
"T 1501 (Tro01p2 euros
500
Vi =500 + ——— = 954.55
1 + T 10.1) euros,

Vo =500(1 + 0.1) + 500 = 1050 euros.
Esto nos dice que si consideramos los flujos

Juan: (0,500, 500)
Pepe: (867.77,0,0)

entonces los valores de ambos flujos en cualquier instante temporal, con res-
pecto a la estructura de tipos (0.10,0.10), coincide

V' = 867.77, V" = 954.55, V" = 1050
VPP = 867.77, ViTC = 954.55, Vi P = 1050.

Se puede comprobar facilmente que

Juan: (0,500, 500)

500 500
Juan
— = 867.77
0 1501 (14017
500
VJuen — 500 + ——— = 954.55
! Taron

V,uem = 500(1 + 0.1) 4 500 = 1050.

y
Pepe: (867.77,0,0)
Vopepe = 867.77
‘/1Pepe _ 86777(1 + 01) = 954.55
VP = 867.77(1 + 0.1)* = 1050.
coinciden.

Criterio 2.1 (Principio de Equivalencia Financiera) Dados dos flujos de
capitales financieros

CPrestacio’n y CC’ontmprestacio'n
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se dicen equivalentes si existe una estructura de tipos de forma que

VkPrestacién _ VkCOntmprestacio’n’ (4)

para todos los instantes de tiempo k.

La idea es bastante simple si tenemos en cuenta la matriz A que se cons-
truye a partir de la estructura de tipos. Recordemos que

VPrestamon — AcPrestamon

y del mismo modo

VContraprestacién — Accontraprestacién

Esta claro, que el principio de equivalencia financiera VFrestacion — 7 Contraprestacion
implica que

Acprestacwn — AcContraprestamon. (5)

Luego el principio de equivalencia finaciera se puede representar matricial-
mente empleando la férmula:

A (CPrestacién o CCOHtraPreStaCién) =0. (6)

2.0.1. Ejemplo

Consideremos que durante 6 meses los flujos de capital de una prestacion
de capital son

Prestacion: (0, 0, 500, 20, 20, 400)

donde el tipo de interés de mercado es del 3,5 % anual. Como tenemos flujos
mensuales, se tiene que cumplir:

(1 + tanuat) = (1 + dmensuat) > = fanuat = (1 + danua) ' = 1. (7)
Luego
imensuar = (1.035)/12 — 1 = ¢1: 101035 _ 1 ~ 0.0028709.
Entonces considerando la estructura de tipos constante

(0.0029, 0.0029, 0.0029, 0.0029, 0.0029),



obtenemos

VPrestacién _ 500 + 20 + 20 + 400
0 ~ (140.0029)2 (14 0.0029)3 © (14 0.0029)* = (1 + 0.0029)5
VPrestacién _ 500 + 20 + 20 + 400
! ~ (14+0.0029) (14 0.0029)2 © (14 0.0029)3 = (1 + 0.0029)4
g 20 20 400
VPrestacwn = 500
2 T 0.0020)T T (T 0.00202 (T 1 0.00200°
g 20 400
Y restacion — 500/(1 4- 0.0029) + 20
3 (1+ )+ 204 5 0.0020) T 15 0.0029)2
g 400
yrestacion — 500/(1 4- 0.0029)% 4- 20(1 + 0.0029) + 20 + ————
1 (1+ ) 4200+ )20+ 5 0.0029)

‘/5Prestacién — 500(1 + 00029)3 + 20(1 —+ 00029)2 + 20(1 + 00029) + 400.

Esto es:
(930.96, 933.66, 936.37,939.08,941.81, 944.54).

El principio de equivalencia financiera actua entonces del modo siguiente. Si
los capitales de la contraprestacion son

Contraprestacio’n: (C(), Cl, CQ, 03, 04, 05),

se tiene que cumplir

VContraprestacién _ i L = 930.96
0 £ (1+0.0029)' '
5
y C;
Vcontraprestacmn _ J i = 033.66
| ; (1 + 0.0029)7 1
5
g C;
VContraprestacmn _ J —— —=936.37
> z_; (1 + 0.0029)i 2
5
. oF
VContraprestacmn — J - = 93908
3 ; (14 0.0029):—3
5
. C;
VContraprestacmn — J - = 94]_81
f ZO (1 +0.0029)*
5
%Contraprestacién _ Z Cj = 944.54.

(1 + 0.0029)">

1=0



En particular obtenemos:

Co +0.99711C + 0.99423C5 4 0.99135C5 + 0.98848C + 0.98563C's = 930.96
1.00290C, + C; 4+ 0.99711C5 4 0.99423C5 + 0.99135C, + 0.98848C'5 = 933.66
1.00581C, + 1.00290C; + Cs + 0.99711C5 + 0.99423C, + 0.99135C5 = 936.37

1.00873C) + 1.00581C, + 1.00290C; + C'5 4- 0.99711Cy + .99423C5 = 939.08
1.01165C) + 1.00873C; + 1.00581C% + 1.00290C5 + Cy + 0.99711C5 = 941.81
1.01458C) + 1.01165C + 1.00873C% + 1.00581C5 + 1.00290C, 4 C5 = 944.54,

un sistema lineal de 5 ecuaciones con cinco incégnitas. Como cada ecuacion
se genera a partir de la primera

Co +0.99711C + 0.99423C5 + 0.99135C5 + 0.98848C + 0.98563C'5 = 930.96

multiplicada por (140.0029) obtenemos que este sistema lineal tiene infinitas
soluciones. En particular, despejando Cy de la primera ecuacién, se obtiene
que

Co = 930.96 — 0.99711C4 — 0.99423C5 — 0.99135C'; — 0.98848Cy — 0.98563C5.

los capitales de la contraprestacion tienen cinco grados de libertad. Por ejem-
plo, podemos considerar

Ci=0,=03=0,=0C5=0,

entonces se ha de cumplir

Co = 930.96.

Para este particular ejemplo, obtenemos que los fujos de capital
Prestacion: (0, 0,500, 20, 20, 400)
Contaprestacién: (930.96,0,0,0,0,0)
con la estructura de tipos

(0.0029, 0.0029, 0.0029, 0.0029, 0.0029),

son equivalentes.

La interpretacion viene a ser la siguiente: Es equivalente recibir 930.96
euros hoy a pagar a partir del tercer mes las cantidades de 500, 20,20 y 400
euros respectivamente. Siempre asumiendo que la estructura de tipos es

(0.0029, 0.0029, 0.0029, 0.0029, 0.0029).



3. Reserva matematica o saldo financiero

Definiciéon 3.1 Recibe el nombre de saldo financiero o reserva matematica
en un instante de tiempo t, a la diferencia entre el valor en t de los capitales
de las prestaciones, con vencimientos anteriores o iguales a t, y las de los
capitales de las contraprestaciones, con sus correspondientes vencimientos
anteriores o iquales a t.

Consideremos otra vez los flujos

Juan: (0,500, 500)
Pepe: (867.77,0,0)

Entonces

Ry =0 —867.77 = —867.77

Ry = (0(140.1) +500) — (867.77(1 + 0.1) 4+ 0) = —454.55

R3 = (0(1+0.1)>+500(1 4 0.1) 4+ 500) — (867.77(1 + 0.1)* + 0(1 + 0.1) + 0)
= 0.

Se suele escribir los saldos financieros

So =0, S)=867.77
Sy =500, S =867.77(1+0.1) = 954.55
S5 = 500(1 + 0.1) + 500 = 1050, S} = 867.77(1 + 0.1)> = 1050.

Entonces:

» R; = 5;— 5] > 0 entonces la reserva es a favor de la prestacion, es decir
quien hizo la entrega del primer capital estd adoptando una posicion
acreedora frente a la contraprestacion que adopta una posicion deudora.

» R, =5;— S, <0 entonces la reserva es a favor de la contraprestacién,
en este caso la parte que recibio el primer capital adopta una posicion
acreedora frente a la prestacion.

La reserva matematica no es mas que la valoracion en un instante de
tiempo dado de la diferencia entre las aportaciones realizadas hasta esa fecha
por cada una de las partes implicadas en la operacion.

Si quisieramos formalizar esta operativa, consideremos

Prestacion: (Cy, Cy,...,Ch_1,Cy)

Contaprestacién: (Cy, Cy,...,Cl_1,C))
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Esta claro que entre los capitales C, C}, y Cry1, C,, podemos asumir un tipo
de interés 7y j+1. Recordemos que el tipo de interés entre 0 y k lo podemos
definir mediante la expresion:

(1 + iO,k’) = (1 + 2'071)(1 + 2.1,2) NP (1 + ik—l,k’)a

donde por motivos de notacién escribimos

20,0 =111 =+ = lpy = 0.

Entonces

SO = COa

Sy = Cy,

S1 = Co(l+414p1) + Ch,

S1=Ch(1+14p,) + C1,

Sy = Co(1414p2) + C1(1+id12) + Cs,

So = Cy(1 +ip2) + C1(1 +i12) + C,
en general

Sp = i Cr(1+igp) (8)

k=0

p
Sp =D Cill +iry), (9)
k=0

para 1 < p < n. Entonces la reserva matematica, empleando el llamado
método retrospectivo, se puede expresar como:

p
R,=S5,—5,=Y (Ci— Cp)(L+iy)
k=0
3.0.2. Ejemplo

Consideremos

Prestacion: (0, 0,500, 20, 20, 400)
Contaprestacién: (930.96,0,0,0,0,0)

11



donde i1 = ¢ = 0.0029. Calcular la reserva matemética en todos los
instantes de tiempo.
En primer lugar restamos los capitales

(0,0,500, 20, 20, 400) — (930.96,0,0,0,0,0) = (—930.96,0, 500, 20, 20, 400).
para generar las diferencias (C, — C},) Entonces,

Ry = —930.96

Ry = —930.96(1 + 0.0029) + 0

Ry = —930.96(1 + 0.0029)% + 500

R3 = —930.96(1 + 0.0029)* + 500(1 + 0.0029) + 20

Ry = —930.96(1 + 0.0029)* + 500(1 + 0.0029)? + 20(1 + 0.0029) + 20

Rs = —930.96(1 + 0.0029)® + 500(1 + 0.0029)* + 20(1 + 0.0029)? + 20(1 + 0.0029) + 400.

Esto se puede representar matricialmente como:

Ry 1 0 0 0 0 0 —930.96 |
Ry (1.0029) 1 0 0 0 0 0
Ry | | (1.0029)* (1.0029) 1 0 0 0 500
Rz | | (1.0029)% (1.0029)% (1.0029) 1 0 0 20
Ry (1.0029)* (1.0029)* (1.0029)% (1.0029) 1 0 20
| Bs | i (1.0029)% (1.0029)* (1.0029)% (1.0029)% (1.0029) 1 ][ 400 |
Obteniendo
[ R, | [ —9.3096¢e + 02 ] [ —930.96 |
Ry —9.3366¢ + 02 —933.66
Ry | | —4.3637e+02 | | —436.37
Ry | | —4.1763e+02 | | —417.63
R, —3.9884¢ + 02 —398.84
| Rs | | —6.4572¢ — 04 | | —0.0006 |
Veamos algunas propiedades
p p—1 p—1
Sp = Cr(l+iry) =D Cr(l+iry) +Cp(l+ip,) =D Cr(l+iry) +Cp,
k=0 k=0 k=0
donde no hay que confundir
p—1 p—1
Z Ck(l + Z']%D) con Sp,1 = Z Ck(l + Z.kypfl).
k=0 k=0

12



La pregunta natural es: ;qué relacién existe entre (141 ,) v (144 ,—1) para
poder relacionar S, con S,_;? Recordemos que

(I 4irp) = (1 + ippr1) (14 dpprps2) - (T +po2p-1)(1+ip-1,p)

(L4 thp-1) = (14 dpp1) (L + dhrrps2) - (14 dp—ap1),

En consecuencia
(1 + ik,p) = (1 + Z'k,pfl)(l + Z'pfl,p)' (10)

Podemos entonces escribir,

p—1
Sp = Z Ci(1+ ik,p) + G
k=0
p—1
= Z Cr(1 4+ i p—1)(1 +ip_1,) + Cp, usamos (10)
k=0
p—1
= (1 +ip1p) Y Cr(l+iry)+C,
k=0

= (1 + Z'pfl,p)SJDfl + Cp-
En resumen:
Lema 3.2 Se cumple para cada 1 < p < n la siguiente formula
Sp= (1 +ip-1p)Sp-1+ Cp. (11)
Si procedemos inductivamente hacia atras, obtenemos a partir de expresar
Sp—l = (1 + Z'p—2,p—1)5p—2 + Op—la
y sustituir en (11),

= (1 +ip-1)5p-1+ Cp

= (L +ip-1p) (1 +4p-2p-1)Sp—2+ Cp1) + Gy

= (L +ip-2p-1)(1 +ip-1)Sp-2 + (1 +ip-1,)Cp1 + G
= (1 +ip-2p)Sp2+ (1 +ip-1,)Cp1+Cp

= (1 + Z.p—lmv)sp—k + (1 + Z‘p—k+1710)0p—k+1 +eeet (1 + Z‘p—l,p)cp—l + Cp'
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Obtenemos entonces que se cumple:

p
Sp=(L+iprp)Spr+ »_ (1+4iy,)C
s=p—k+1

paral <p<ny0<k<p.
Proposicién 3.3 (Método recurrente) Se cumple

p
R, = (1 + ip—k,p)Rp—k + Z (1 + is,p)(cs - C;)

s=p—k+1
paral <p<ny0<k<p.

Demostracion. Basta considerar

p
Sp= (L +ipip)Spr+ > (1+is,)C,

s=p—k+1

p
Sh=(1+ip1p)S p+ > (L+i,)Cl
s=p—k+1

y calcular R, = S, — S},

Recordemos ahora la definicién de V},

—_

p—

C,
‘/;): CS(1+ZSP)+C+Z—
5=0 s=p+1 (1 +Zp’ )
e intentemos relacionarlo con
p—1
Sp = Z Ci(1+isp) + Chp.
s=0

De forma clara podemos escribir

Vv, = S4—§:1+%5

s=p+1

o : : : : o
El principio de equivalencia financiera nos dice que V, = V|

cumple la igualdad siguiente:

S%—Z: — S%%EZH:ZE

s= p+1 Ps S s=p+1

Podemos enunciar entonces el resultado siguiente

14
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Proposicién 3.4 (Método prospectivo) Para cada 0 < p < n se cumple

" -C
Ry=8,—8y=» ——= (16)
' s=p+1 (1 +2p,5)

4. Observaciones practicas

Veamos un enunciado tipico de los problemas que aparecen en este tema
y como proceder de manera sencilla.

Problema 4.1 Consideremos una operacion financiera consistente en el in-
tercambio de los siquientes conjuntos de capitales financieros:

Prestacidn {(1.000,2011), (5.000, 2013), (3.000, 2015)}
Contraprestacion {(4.000,2012)(C,2016)}

Basandose para su valor en un tipo de interés del 5% anual bajo capitaliza-
cion compuesta calcula el valor de C.

Para emplear la formulacién vista anteriormente esté claro que el plazo
temporal abarca de 2011 a 2016, con lo que esto nos genera vectores que pode-
mos escribir con 6 posiciones o entradas: (2011,2012,2013,2014,2015,2016)
La estructura de tipos es entonces

(0.05,0.05,0.05,0.05,0.05)
con cinco entradas. Ahora se escribimos
Prestacién (1000, 0, 5000, 0, 3000, 0)
Contraprestacién (0, 4000, 0,0,0,C)
Esta claro que empleando el principio de equivalencia financiera se ha de
cumplir por ejemplo,
Vi = C +4000(1 + 0.05)* = V;

o bien tambien podriamos emplear

vV, = 4000 + Va.

(1+0.05)%
con lo que tenemos dos opciones para obtener el valor de C. Por un lado
debemos usar que
Vs = 1000(1 + 0.05)° + 5000(1 + 0.05)* 4+ 3000(1 + 0.05),
y por otro que el valor de
5000 n 3000
(14+0.05)  (1+0.05)3"

V3 = 1000(1 + 0.05) +
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