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Ejemplos

Momento Angular Sistemas de particulas

Definicién

El momento angular de una particula material de masa m y que se mueve
con velocidad v respecto un punto O se define como

Lo(t) = m(r(t) x v(t)) = r(t) x p(t),
donde

ILo(8)ll = [[r(2)[[[lp(2)[| sin 6.
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Sistemas de particulas

Definicidon

Se define el momento de una fuerza como

M(t) = r(t) x F(t)

Relacién entre momento angular y momento de una fuerza

dLo(t) d _(dr(t)
o) _ 20 v = (
Como % = v es paralelo a p = mv entonces
dr(t) .
( 5 p(t)) =0.
Finalmente
dLo(t) dp(t)

d
— = r(t) x o r(t) x P (mv(t))

o) + (v < 22

dp(t)>
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Médulo del momento de una fuerza

H ol — ir(e) x F(&)] = IK()IF(D)] sina

siendo « el angulo entre la fuerza y la posicidn.

Definicién

|

El momento angular de un conjunto de particulas es la suma de los
momentos angulares de cada una:

Zr,(t x pi(t ZL

La variacion temporal es:

dLo(t) dLi(t) ‘
dt dt ZM’(t)
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r(t) = ((L/2)sin ®(t), —(L/2) cos ®(t),0)

v(t) = &' (t)((L/2)cos d(t),(L/2)sin d(t),0)

a(t) = o"(t)((L/2)cosd(t),(L/2)sind(t),0)
+('(1))?(—(L/2) sin ®(t), (L/2) cos d(t),0)
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Momento Angular Sistemas de particulas

Dindmica del ejercicio gimndstico

F(t) = FO(t) - m(O,g,O) = (F(}(t)v FOZ(t)aO) - m(Oag70) = ma(t)a
de donde las componentes de la fuerza que actua sobre 0 son:

Fo(t) = m[®"(t)(L/2)cos®(t) — (®'(t))*(L/2)sin b(t)]
F§(t) —mg = m[®"(t)(L/2)sin (t) + (D(£))*(L/2) cos D(t)]

Célculo del momento respecto O con r(t) x mv(t)

Lo(t)

((L/2)sin ®(t), —(L/2) cos d(t),0)
x m®’(t)((L/2) cos d(t), (L/2) sin &(t),0)
= (0,0, md’(t)(L/2)?).

dLo "
=2 = M(t) = (0,0, mo"(£)(L/2)?)

N
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Caracterizacién del movimiento angular durante el ejercicio

Por otro lado,
M(t) = (0,0, m<D”(t)(L/2)2) = ro(t) x Fo(t) + r(t) x m(0, —g,0),

entonces como el momento de la fuerza F(t) se mide con respecto a O,
tenemos que la contribucién de la fuerza Fo(t) situada en O con respecto
este mismo punto es cero (ro(t) =0.)

M(t) = (L/2)sin®(t), —(L/2)cos d(t),0) x (0,—mg,0)
i j k
= (L/2)sin ®(t) —(L/2)Jcosd>(t) 0
0 —mg 0

(0,0, —mg(L/2)sin ®(t)).
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Caracterizacién del dngulo ®(t)

Igualando las expresiones para el momento de la fuerza:
M(t) = (0,0, m®”(t)(L/2)?) = (0,0, —mg(L/2) sin &(t))
obtenemos igualando
mo”(t)(L/2)? = —mg(L/2)sin &(t)
y despejando
o (t) = 72Tg sin ®(t).
La aproximacion se obtiene a partir de la discretizacién

D(tir1) — 29(t;) + O(ti— 2g .
(tiv1) h(zt)+ (ti-1) :_TgsunCD(t;)

donde t; = ih para i =0,1,...,n siendo h = T/n, y conocemos $(0) y
d'(0).
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Momento Angular Sistemas de particulas

Aproximacion numérica del angulo ®(t)

Al conocer
¢(t1) = ‘D(to)

8(0) = ¥(to) y ¥'(0) =

obtenemos
d(t1) = P(tp) + hd'(0).

Resolvemos entonces la ecuacién en diferencias:

O(tiy1) = 20(t;) — d(ti—1) — h22Tg sin ®(t;).

parai=1,...,n.
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Consideremos L = 1, h =1/20, ®(0) = 7 y ®'(0) = 7. Entonces

¢(ti+1) = 2¢’(t,') = ¢(t,'_1) — 0.055sin ‘D(t,').

>> y(0)=pi/4

>> y(1)=pi/4
y =
0.7854
>> y(2)=y(1)+h*pi/4
y =

0.7854 0.8247

21

w(i+1)=2%y(1)-y(i-1)-0.05*sin(y(11);

cend

> plot(y)

[P x(1)=0 L
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Determina las fuerzas verticales sobre los pies y las manos durante el
ejercicio fisico (Suponemos Q; = 0).
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@ Determina la posicion, velocidad y aceleracion del punto P marcado
en la figura anterior con mg.

@ Determina las ecuaciones que caracterizan las componentes
Qhs Vi, Qf, V.

© Calcula el momento de la fuerza en P respecto 0 empleando del
momento angular respecto 0.

()

Calcula el momento de la fuerza en P respecto 0 empleando de la
suma de los momentos de la fuerzas ejercidas sobre P durante el
ejercicio fisico.

© Discute brevemente los resultados.
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Centro de masas de un sistema de particulas

Como

Z m,-rc(t) = Z m,-r,-(t) y Z F,'7,' = (Z m;) ac(t).

Podemos calcular el momento angular respecto O como

Lo(t) = > r0(t) x myv;(t) = dLst(t) =" rO(t) x Fi(t)

i i

Entonces podemos establecer que para el momento angular respecto el
centro de masas donde r':¢(t) = r'"0(t) — re(t) :
dLe(t . .
dt( ) _ 2’: rhe(t) x Fi(t) = L(t) = Y ¥"<(t) x mvi(t)

i
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Definicidon

Para una masa puntual y un eje arbitrario, el momento de inercia es:

def
I < mr?

donde m es la masa del punto, y r es la distancia al eje de rotacion.
Dado un sistema de particulas y un eje arbitrario, se define como la suma
de los productos de las masas de las particulas por el cuadrado de la
distancia r; de cada particula a dicho eje. Matematicamente se expresa

como:
I = E m;r?
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Conservacién del momento angular

Supongamos que

dLo(t) = 0= M(t) = r(t) x F(¢).
dt
Entonces:
Q La fuerza F(t) = 0.
@ La fuerza F(t) # 0 es paralela a la posicién r(t) para cualquier
instante de tiempo.
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Palancas

Analizemos el sistema siguiente:

Potencia Resistencia

\p{“

1
(1—a)L al
-4 -3[-2 12 3 4|5 6
£ 1 £y
)
-3
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Andlisis de Equilibrio

En primer lugar la suma de todas las fuerzas tiene que ser cero, esto es,
> Fi =0 luego

(0, F,,0) + (0. — F},0) + (0, —F},0) = (0,0,0),

esto es,
F,— Fi—Fj=0.

Por otro lado, como el sistema esta estatico su momento ) ; M; =0,
luego M/, + M, + M/, = 0.
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Andlisis de Equilibrio

Los momentos respecto cada una de las fuerzas son:

M, = (—(1-a)L0,0)x (0,—F},0)=(0,0,(1 - )LF)),
M, = (0,0,0) x (0, F,,0) = (0,0,0),
MZ! = (OLL,0,0) X (Oa 7ch70) = (0707 *aLFé)a

En consecuencia las ecuaciones de equilibrio son

F.—Fy—F; = 0
(1—a)Fc/,—aF‘§ = 0.
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Ejemplo

Consideremos que existe un objeto de masa m en la parte izquierda de /a
palanca, esto es, FC’, = mg entonces las ecuaciones de equlibrio son

Fu*mngdr = O,
(1-a)mg—aF; = 0.

de donde
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Ejemplo

Considerar ahora el sistema mecanico:
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Andlisis de Equilibrio

En primer lugar la suma de todas las fuerzas tiene que ser cero, esto es,
> Fi =0 luego

(0, F,,0) + (0. — F},0) + (0, —F},0) = (0,0,0),

esto es,
F,— Fi—Fj=0.

Por otro lado, como el sistema esta estatico su momento ) ; M; =0,
luego M/, + M, + M/, = 0.
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Andlisis de Equilibrio

Los momentos respecto cada una de las fuerzas son:

M, = (—(1-a)L,0,0)x (0,—F;,0)=(0,0,(1—)LFy),
M, = (0,0,0) x (0, F,,0)=(0,0,0),
M, = (alcosf,alsinf,0) x (0,—F;,0)= (0,0, —aLFjcos®),

En consecuencia las ecuaciones de equilibrio son

F.—Fy—F; = 0
(1—a)F}—aFjcos® = 0.
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Ejemplo

Consideremos que existe un objeto de masa m en la parte izquierda de la
palanca, esto es, F; = mg entonces las ecuaciones de equlibrio son

Fu*mngzg = Oa
(1-a)F), —amgcosf = 0.

de donde
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