Capitulo 10

Fuerzas ficticias

Las fuerzas ficticias son fuerzas que deben incluirse en la descripcion de un sistema, fisico
cuando la observacién se realiza desde un sistema de referencia no inercial y, a pesar de
ello, se insiste en usar las leyes de Newton. O sea, la introduccién de fuerzas ficticias hace
posible la descripcién de un sistema fisico usando, por ejemplo, un sistema de referencia
uniformemente acelerado o un sistema de referencia fijo a un cuerpo que rota uniformemente.
En lo que sigue trataremos solo estos dos casos.

10.1. Referencial uniformemente acelerado

Sea S : (Z,9, 2) un sistema de referencia inercial y S’ : (2/, 9, 2’) un sistema de referencia
que acelera con aceleracidon constante dy respecto a S. El vector que une los origenes O y
O’ de ambos sistemas de referencia es

- |
R(t):Ro+%t+§6ot2.

Sean 7 (t) y 7'(t) los vectores de posicién de una masa m en los sistemas de referencia Sy
S’, respectivamente. La relacién entre 7y 7/ es

—

F=R+7".
Derivando dos veces respecto al tiempo se obtiene

—

F=R+7" =dy+7",

o sea,

mr’ = mr —mdy . (10.1)
Sea F' la fuerza real neta que actiia sobre la masa m, es decir, la fuerza que genera la
aceleracién 7 de la masa m observada desde un sistema de referencia inercial. En otras
palabras

—

F=mr.
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260 Fuerzas ficticias

Si se insiste en usar la segunda ley de Newton, pero con las magnitudes observadas desde
un sistema de referencia acelerado, se tiene

o/ .y
Fr=mr",

pero la fuerza F'/ ahora ya no es F' sino que, de acuerdo con la ecuacién (10.1),

El término —mdy = Fpet es la fuerza ficticia que hay que agregar a la fuerza real F' para
poder seguir usando la segunda ley de Newton desde un sistema acelerado con aceleracién
a.

Observe que esta fuerza ficticia actiia como un campo gravitacional constante (adicional al
campo gravitacional § que pudiese estar presente).

Ejemplo: Consideremos un péndulo sobre un
carro que acelera con aceleracién constante
d = apz (ver figura 10.1). Encontremos el
angulo « entre la normal y la posicién de
equilibrio del péndulo.

Resolveremos el problema de dos maneras: 1)
usando primero el sistema de referencia iner- _
cial del observador O vy ii) el sistema de refe- 0 s

rencia acelerado fijo a O’. Figura 10.1

i) En el sistema de referencia inercial el diagrama de cuerpo libre de la masa m se muestra
en la figura 10.2a. La fuerza neta que actiia sobre la masa m es

F=7T+F,=7cosaz2+7sinaz—mgz.
En el sistema de referencia inercial la particula acelera con una aceleraciéon @ = a Z, luego
F=7cosazZ+7sinaZ—mgzZ=mal .

Igualando las componentes de esta ecuacion vectorial se obtiene

T COSx = mg

T sihax = ma .

Dividiendo la segunda ecuacién por la primera se deduce finalmente que

a
tana = — .
g



10.1 Referencial uniformemente acelerado 261

A
Z
s
=
Sistema de Sistema de
referencia inercial referencia acelerado
Figura 10.2a Figura 10.2b

ii) Para un observador sobre el carro la masa m no se mueve. Por eso, para O la fuerza
neta sobre la masa m debe ser nula. El diagrama de cuerpo libre en este caso se muestra
en la figura 10.2b. Ademaés de la fuerza ejercida por la tensién del hilo y de la gravedad,
debemos agregar la fuerza ficticia ﬁﬁct = —ma 2. Tenemos

F' =74 F, 4 Fget =0,

o sea
O=7cosaz+7Tsinazt—mgzZ—maz.

Nuevamente, igualando las componentes de esta ecuacién vectorial se deduce que

T cosa =mg

T sina = ma ,
o sea, las mismas relaciones encontradas en la parte i).

Para el observador O’ sobre el carro, tam-
bién podriamos haber simplemente conside- .

rado un campo gravitacional efectivo (ver fi- . o

. =~
gura 10.3). geff“, CL ]

Geg=§-d=-g%—ai. L/”J

Es evidente que el dngulo que gyg hace con la = N
normal cumple con la relacién tana = a/g. —a
Si el péndulo realiza pequenas oscilaciones en
torno a su posicién de equilibrio la frecuencia Figura 10.3

angular de las oscilaciones serd
[ Geff V 92 + a?
w = Ty T,
l l
donde /£ es el largo del péndulo.
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10.2. Referencial en rotacion uniforme

Sea S : (Z,9,2) un sistema de referencia
inercial y 5" : (#/,4/,2') un sistema de refe-
rencia que coincide con el sistema S en cierto
instante (por ejemplo, en t = 0), pero que ro-
ta con velocidad angular () = Q2 constante
en torno al eje Z (ver figura 10.4).

Sea A un vector con componentes A;, Ay, A,
en el sistema de referencia S y componentes

A
Z
A, Al A en el sistema de referencia ', o ~
¥
sea, 4 .
A

At) = A, () &+ Ay(t) G+ A(t) 2 . \

X

A(t) = AL(6) 2 + AL(6) 9 + AL(t) 5. Figura 10.4

Los vectores unitarios del sistema de referencia inercial Z, 9, 2 son fijos, sin embargo, los
vectores unitarios del sistema de referencia rotatorio 2/, 7, 2’ rotan, teniéndose

2’ = cos(Q) & + sin(Qt) 9
7' = sin(Qt) 2 + cos(Q) §
A~ N
Z=z.
Derivando estos vectores respecto al tiempo se encuentra
@' = —Q sin(Qt) 2+ Q cos(Qt) §=Q 7
y = —Q cos(Qt) & — Q sin(Qt) § = —Qd’
Z=0.
Evaluemos la derivada del vector A en ambos sistemas de referencia. Por una parte se tiene
A=A i+ A9+ A, 2,

y por otra parte

e

= ALp+ AL EY ALY A Y ALY+ ALY
= (ALa+ ALy +ALZ)+Q ALy — A, i)

Usando las relaciones anteriores y el hecho que

Ax A=Q% x (AL(t) @' + AL (t) g + AL(t) 2) = Q (AL§ — A7) ,
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podemos escribir

Agi+ A+ A 2) = (ALd' + A, ¢/ + AL 2 ) +Ox A,
( )= ( )

dA dA L
S s

En la ultima expresion los ejes unitarios no aparecen explicitamente, por consiguiente, es
una expresion que tiene una validez general (es decir, no sélo para rotaciones en torno al eje
). La ecuacién (10.2) relaciona la derivada temporal de cualquier vector en el sistema de
referencia inercial S con la derivada temporal de ese mismo vector, pero observada desde
un sistema de referencia S’ que rota con velocidad angular 0 respecto a S.

Apliquemos la ecuacién (10.2) al vector posicién 7 de una particula de masa m. Se tiene

ary _ (dr +OxF
dt )¢ \dt )g ’

—

Uy =g + Q2 x 7.

O sea

o sea,

Aca vg es la velocidad de la particula m observada por el observador inercial S y vy es la
velocidad de la misma particula, pero observada desde el sistema de referencia rotatorio.
Apliquemos nuevamente la ecuacién (10.2), pero ahora al vector ¥g. Se tiene

s s ,
—= === Q x Ug . 10.
(dt>s (dt>S/+ s (10.3)

Usando la ecuacién (10.3), se obtiene

dis d(Tg + 0 x 7) S~ s
_ = _—_— Q ’ Q
(45, = ("8 Lhegr i
T O x 7 - .
_ (95 + 2 x7) +Q x vy +Q x (2 x7T)
t ) dt o

(dvs’> +2ﬁxﬁsa+ﬁx (Qxf) .
Sl

dt

El lado izquierdo de la ultima ecuacién es la aceleracion de la particula observada por
el observador inercial S, denotémosla por dg. El primer término al lado derecho es la
aceleraciéon de la misma particula pero observada desde el sistema de referencia rotacional
S’, denotémosla por dg. De esta manera obtenemos

mdg = mdg — 2m§ X Ug — mﬁ X (Q X 77) . (10.4)

Sea F la fuerza real neta que actia sobre la masa m, es decir, la fuerza que genera la
aceleracién dg de la masa m observada desde un sistema de referencia inercial. En otras
palabras

F = mig .
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Si se insiste en usar la segunda ley de Newton, pero con las magnitudes observadas desde
un sistema de referencia acelerado, se tiene

F' =madg ,
pero la fuerza F’ ahora ya no es F sino que, de acuerdo con la ecuacién (10.4),
ﬁ/:ﬁ—QmQXﬁs/—m (ﬁxf’)

Los términos

Faog = —2m G x Ggr — m@ x (ﬁ X F) (10.5)

son la fuerza ficticia que hay que agregar a la fuerza real F para poder seguir usando la
segunda ley de Newton desde un sistema de referencia que rota respecto a un sistema de
referencia inercial con velocidad angular €.

El primer término de la fuerza ficticia dada por la ecuacién (10.5) es la asi llamada fuerza
de Coriolis

Fooriolis = —2m ) X Ug/

mientras el segundo término se llama fuerza centrifuga
Front = —m Q0 x (Q X F)

Lo interesante de la fuerza de Coriolis es que ella sélo aparece si, en el sistema de referencia
rotacional S’, la masa se mueve, y en ese caso, es perpendicular a la direccién de movimiento.
Cuando m estd en reposo (es decir, sy = 0) entonces la unica fuerza ficticia que hay que
agregar a la fuerza que se observa en un sistema inercial, es la fuerza centrifuga.

Cuando realizamos experimentos en la tierra (laboratorio) siempre asumimos que un sistema
fijo al laboratorio representa un sistema de referencia inercial. Sin embargo, la rotacién de
la tierra en torno a su propio eje (con una frecuencia Q = 27 /(24 - 3600) = 7,27 -107° s~ ¢
hace que el sistema de referencia no sea inercial y que, en la préactica, debamos en ocasiones
agregar la fuerza ficticia (10.5) para obtener una descripcién correcta del sistema. La fuerza
de Coriolis es responsable de muchos efectos (a veces sorprendentes) que se observan a
nuestro alrededor. Por ejemplo, es la responsable de la rotacion de los ciclones y de las
corrientes marinas o del giro del plano de oscilacion de un péndulo.
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10.3. Problemas

1.

Demuestre que la fuerza centrifuga que
actia sobre una masa m (si ésta es ob-
servada desde un sistema de referencia ro-
tacional que gira con velocidad angular §2
respecto a un sistema de referencia iner-
cial) viene dada por

L 5 .
Fcentrifuga =mQpp,

donde p es la distancia entre el eje de rota-
cién y la masa m y p es un vector unitario
que apunta el eje hacia la masa m y es per-
pendicular al eje de giro (ver figura 10.5).
Observe que la fuerza centrifuga tiene la
misma magnitud y direccién de la fuerza
centripeta sélo que apunta en el sentido
opuesto.

Eje de
giro ~—A

Figura 10.5

265

En un parque de diversiones, los participantes se sostienen contra la pared de un
cilindro giratorio mientras el suelo se hunde. El radio del cilindro es R = 3m y el
coeficiente de roce entre las personas y la pared del cilindro es pe = 0, 4. Determine el
numero minimo de revoluciones por minuto que se requiere para que el juego funcione.

Haga el célculo de dos maneras distintas: i) usando un sistema de referencia inercial
y ii) usando un sistema de referencia solidario al cilindro.

Considere el efecto de la rotacién terrestre sobre el movimiento de un proyectil que
se lanza desde la superficie terrestre con velocidad . Suponga que el alcance del
proyectil es tal que en todo instante se mueve en un campo gravitacional constante,

es decir, Iy = mg.

a) Demuestre que la velocidad del proyectil viene dada por

T=1p+gt—20 x7.

Todas las magnitudes estan medidas respecto a un observador solidario con la
tierra. Aca 7 es el vector posicién del proyectil medido desde el punto de lanza-
miento y €2 es el vector velocidad angular de la tierra.

Al resolver el problema no se debe incluir la fuerza centrifuga ya que ésta esté in-
cluida en el valor local de § que se estd usando. Al rotar la tierra no sélo se
modifica la magnitud g sino que también su direccién. La fuerza centrifuga in-
cluso modifica la forma de la tierra; de hecho, la normal a la superficie terrestre

usualmente no pasa por el centro de la tierra.

b) Demuestre que, al despreciar términos del orden 22, para la aceleracién se obtiene

la ecuacion

G=G—20xgt—20x7.
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(Nuevamente todas las magnitudes medidas desde un sistema de referencia soli-
dario a la tierra). Integre la tltima ecuacién y demuestre que

1 1= .
F(t):60t+§§t2—§ﬁx§t3—9xﬁot2.

4. Desde un edificio de altura A~ = 100 m si-
tuado en el Ecuador terrestre, se suelta
una piedra. Debido a la rotacién terrestre,
la piedra no caerd a lo largo de la normal
sino que se desviara levemente de ella. Una
vez que llega al suelo, encuentre la magni-
tud y direccion de la desviacién. Desprecie e
efectos debido al roce viscoso con el aire.

Indicacion: use el resultado obtenido en el
problema anterior.

Lol

Respuesta: La desviacién es hacia el este
y es de magnitud

Figura 10.6
th % ~ 219 cm .
3\ g

5. Desde el Ecuador se lanza un proyectil con velocidad vy = 500 m/s en la direccién
este—oeste, con un angulo de elevacién o = 10°. Encuentre como cambia el tiempo que
el proyectil tarda en volver a chocar con la tierra y el alcance del proyectil debido a la
rotacion terrestre. Para resolver este problema no hay que incluir la fuerza centrifuga
va que el efecto de ella ya se incluyé en el vector la aceleracién de gravedad g, que
supondremos constante en magnitud y direccion sobre toda la trayectoria. Ignore
cualquier efecto debido al roce con el aire y desprecie correcciones del orden Q2.

Respuesta: El alcance disminuye en

403 1
AD = U02 sin a <3 sina—c082a> ~ 62,9 m.
g

., Qué pasa si en lugar de dispararlo de este a oeste se dispara de oeste a este o de sur
a norte?

6. Considere un canal de ancho a ubicado sobre la tierra a una latitud A > 0. Por el
canal fluye agua con una velocidad vy. Demuestre que el nivel del agua al lado derecho
del canal es superior a la del lado izquierdo en una cantidad

~ 2afdyp sin A

Ap =200 0
g
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donde (2 es la velocidad angular de la tierra.

7. Un balde con agua gira en torno a su eje
de simetria con velocidad angular 2. De-
bido a la rotacién, la superficie del agua
no serd plana. Encuentre su forma.

Figura 10.7

8. Considere un péndulo cénico de largo ¢, cuya masa gira en el plano horizontal en un
circulo de radio R. Si se ignora la fuerza de Coriolis, la frecuencia angular del péndulo
comnico es wy = \/gW, siendo esta independiente del sentido del giro. Demuestre que
al incluir la fuerza de Coriolis, las frecuencias en ambos sentidos ya no son iguales,
teniéndose

wl—\/z—i—(Q sin\ )2 — Q sin A

wgz—\/g—k(ﬁ sinA)?2 — Q sin ),

donde A es la latitud del lugar en que se encuentra el péndulo.

9. (Péndulo de Foucault)

Al superponer (sumar) las dos soluciones de un péndulo cénico correspondientes al
mismo radio de giro, pero rotando en sentidos opuestos, se obtiene la solucién de un
péndulo simple.

a)

b)

Demuestre lo anterior en forma explicita para un péndulo cénico ignorando la
fuerza de Coriolis.

Al realizar el mismo célculo, pero ahora incluyendo el efecto de Coriolis (ver
problema anterior), se encuentra que debido a la rotacién terrestre, el plano de
oscilacién del péndulo simple no se mantendrd invariante sino que girara paulati-
namente. Demuestre que la velocidad angular con que gira el plano de oscilacién
del péndulo viene dado por wrp = 2 sin A, donde 2 es la velocidad angular de la
tierra en torno a su propio eje y A es la latitud del lugar en que se encuentra el
péndulo.

Foucault fue el primero en demostrar experimentalmente, con un péndulo muy
largo, que el plazo de oscilacion efectivamente gira a medida que transcurre el
tiempo. Observe que en el Ecuador el plano de oscilacién no gira, mientras que
en los polos da una vuelta completa en 24 horas (después de 6 horas el plano de
oscilacién habréa girado en 90°).
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10. Considere una cuna de masa M y angu- @
lo de elevacién o que puede deslizarse
sobre un plano horizontal sin roce. So-
bre el plano inclinado se encuentra otra M
masa m, que a su vez también puede I
deslizarse sobre el plano sin roce. En-
cuentre la aceleracion del plano inclina-

do M.

Figura 10.8

10.4. Solucién a algunos de los problemas

Solucién al problema 3

Como la tierra estd girando en torno a su propio eje, la fuerza efectiva que actia sobre el
proyectil sera
Fag=mg—2mQ xv.

(La fuerza centrifuga ﬁcentrifuga = m O x (§x7) no debe incluirse ya que su efecto estd consi-
derado en el valor local de la aceleracién de gravedad g). Todas las magnitudes en la ecuacién
anterior se refieren a variables medidas en un sistema fijo a la Tierra, es decir, respecto a un
sistema de referencia que rota con velocidad angular O respecto a un sistema de referencia
inercial. (Q es la velocidad angular de la rotacién de la Tierra alrededor de su propio eje).
Al incluir la fuerza efectiva podemos seguir usando la segunda ley de Newton. Se tiene

—
—

dv R > dr
Feﬁ*:mazmg—ZmQxa,

o sea,
mdi=mgdt—2mQ x dr.

Integrando (sumando) desde un instante inicial a uno final se obtiene

! s Ll
/dﬁ:/ gdt—QQx/ dr .

Sea t; =0, ty =t, U; = 0y, Uy = v, 7; = 0y ¥y = 7. Entonces, evaluando las integrales de la
dltima ecuacion se obtiene
T—Uyg=gt—20 X 7. (10.6)

Derivando esta ecuacion respecto al tiempo se encuentra la aceleracion

20 x 7.

Q
Q

Reemplazemos ¢ en esta ecuacién por la expresién dada por (10.6), entonces
i = §-20x(f+gt—20x7)
= 20 xT -2 (ﬁxg) t+o(Q?)
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Integrando estas expresiones respecto al tiempo se encuentra la velocidad y luego la posicién
en funcién de ¢:

ﬁ—ﬁozg’t—Qﬁx”ot—ﬁxgﬂtQ

f f f . f . f
/ﬁdt—/ ﬁodt+/ gtdt—zﬂxﬁo/ tdt—ng/ t2 dt

1 - -
7(t) =Tot + §§t2 —(QxT)t?— = (AxG)t>. (10.7)

Solucién al problema 5

Definamos los ejes del sistema referencia soli-
dario con la Tierra tal como se muestra en la
figura adjunta. El proyectil se dispara desde
P en la direccion este—oeste con un angulo
de elevacion «, luego la velocidad inicial del
proyectil viene dada por

Up = —vg cosa y+ vo sina T .

Los vectores correspondientes a la aceleracién
de gravedad (local) y la velocidad angular de
la Tierra vienen dados por

~

d=-99

Figura 10.9

0=0%.

Reemplazando estas relaciones en (10.7) se obtiene la posicién del proyectil a medida que
transcurre el tiempo (medido desde el lugar de lanzamiento):

1 1
7(t) = —vot cosay + vot sinaz — igt2§:+§gt39g)—vot29 cosa i —vot> Q sinay .

Sea t* el instante en que el proyectil vuelve a caer sobre la Tierra. En ese instante se tiene
que
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donde D es el alcance del proyectil. Evaluando 7 (¢) en el instante t* e igualando el resultado
con la expresién anterior, se puede despejar t* y D obteniéndose

*

12

2vp sina 2ug (21}0

2
— sina — Q ) sina cosa + o(Q?) .
g

- g+2Quy sina

(Estamos despreciando todas las correcciones del orden 02). Para D se obtiene la expresion
* 1 *3 *2 :
D =u,t cosa—gt gQ+vet™Q sina .

Sustituyendo en esta ecuacién la expresion para t* se encuentra (despreciando nuevamente
todos los términos de orden o(€2?)) que

202 v3 Q 1

D ==L sino cosoz—l—élo—2 sinar = sin?a —cos?a | .
g g 3

El primer término del lado derecho de la ultima ecuacion es el alcance del proyectil si se

ignora la fuerza de Coriolis; el segundo término es la correccién (a primer orden en ), que
sufre el alcance debido a la rotacion terrestre.

Solucion al problema 9

a) La posicién en funcién del tiempo de un
péndulo cénico de largo ¢ que recorre un
circulo de radio R viene dada por

7(t) = R cos(wt) T + R sin(wt) 7,

con w = /g/f. Esta solucién corresponde a
un péndulo cénico que gira en la direccion
contraria al reloj. Una solucién que gira en el
mismo sentido que el reloj viene dada por

P

72(t) = R cos(wt) & + R sin(—wt) 7 .

Figura 10.10

Alignorar la rotacién de la Tierra (es decir, al despreciar la fuerza de Coriolis) las frecuencias
angulares para ambos sentidos es la misma.

Al sumar las dos soluciones se obtiene la proyeccién sobre el plano  — —y de la solucién
correspondiente a un péndulo lineal. En efecto:

p(t) =71(t) + ma(t) = 2R cos(wt) T .

El lado derecho corresponde al movimiento de un oscilador a lo largo del eje & con amplitud
2R (esto es, la proyeccion de la posicién del péndulo sobre el plano horizontal).
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b) Al incluir el efecto de la fuerza de Coriolis,
los vectores posicién (en el plano x — —y) de
los péndulos cénicos, a medida que transcurre
el tiempo, vienen dados por

"1 (t) = R cos(wit) & + R sin(wit) g,

y
72(t) = R cos(wat) & + R sin(wat) g ,
con
wyp = %—i— (2 sin\)?2 —Q sin A
y

wgz—”%%—(ﬁ sinA\)2 — € sin )\,

donde A es la latitud del lugar en que se en-
cuentra el péndulo (ver problema 10.8). Al
sumar las dos soluciones y usar las relacio-
nes

271

SPhS
NS

el

< |
N
A
Ecuador
S

Figura 10.11

cos(wit) + cos(wat) = 2 cos <;(w1 _ wQ)> cos <;(w1 + wQ)>

sin(wyt) + sin(wat) = 2 cos <;(w1 — w2)> sin (;(wl + w2)>

se encuentra

p(t) =71 (t) + 72(t) = 2R cos (, 192 sin? \ + gt) - [cos(Qt sin \) & — sin(Qtsin \) 9] .

La expresién delante del paréntesis cuadrado corresponde a un movimiento oscilatorio de
amplitud 2R y con esencialmente la frecuencia \/W El término en paréntesis cuadrado
es un vector unitario que indica la direccién de oscilacién. Observe, sin embargo, que ese
vector unitario rota lentamente en el plano £ — —y a medida que transcurre el tiempo. O
sea, la direccién de oscilacién de este oscilador (el plano de oscilacién del péndulo) rotard a
medida que avanza el tiempo, siendo la velocidad angular de rotaciéon de este movimiento

wrp = sin\.
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Solucion al problema 10

Resolvamos el problema usando un sistema solidario a la cuna. Sea @ = —aZ la aceleracién
de la cuna. Al graficar los diagramas de cuerpo libre en el sistema de referencia acelerado,
debemos agregar las fuerzas ficticias. Los diagramas de cuerpo libre de la masa m y de la
cuna se muestran en la figura siguiente.

FN F1\1
A
z
Ma
ma
I
& |
ey By w
Mg
Figura 10.12a Figura 10.12b

En el sistema solidario a la cufia, la aceleracién de la masa m es @,, = a,Z — a2z, donde

% _tana , (10.8)
Qg

y la aceleracion de la cuna M es nula. De los diagramas de cuerpo libre se deducen las
ecuaciones de movimiento

—mgZz+ Fy cosa zZ+ Fy sinaz+maZ = mad,

—Fy sina &+ Mai—Mgi+Fy2=0.

De la segunda ecuacién se encuentra que Fy = Ma/sina, y de la primera se obtienen las
componentes a, y a; de la aceleracién de m:

a, =mg— Fy cosa

ay =ma—+ Fy sina .
Usando estas relaciones y (10.8), se encuentra

mg — Fiy cosa

tan o = - ,
ma + Fy sin o

de donde, finalmente,
mg

“= M cotga+ (m+ M) tana




