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Capitulo 1
Alfabetos y Lenguajes

El objetivo de esta primera parte es el introducir la notacién formal bésica absolu-
tamente necesaria para la compresion del resto de temas.

1.1. Cadenasy Lenguajes

Las cadenas de caracteres, también llamadas palabras, son la piedra angular en la
Ciencia de la Computacién. El alfabeto sobre el cual las cadenas o palabras se definen
puede variar con respecto a la aplicacion que se esté tratando. Para nuestros propdsi-
tos definiremos un alfabeto como un conjunto finito de simbolos que denotaremos
usualmente por letras griegas maytsculas como X o I'.

Ejemplo1. %, = {0,1}.
22 = {a7 b7c7d7 67 f7g7 h72'7j7 k? l7m7n707p7q7707 87t7u7,07w7‘1'7y72}'
I'={0,1,z,y,z}.

Notese que, puesto que un alfabeto es simplemente un conjunto finito no vacio,
dados dos alfabetos 3, y ¥, se tiene:

1. X1 Uy = {ala € X1 0a € X3} es un alfabeto.

2. ¥1N Yy ={ala € ¥y ya € Xy} es un alfabeto si es distinto del conjunto vacio.
3. 31\ Xy = {ala € 1y a ¢ Xy} es un alfabeto si es distinto del conjunto vacio.
4. Y5\ X; = {ala € ¥y y a ¢ £,} es un alfabeto si es distinto del conjunto vacio.

Una cadena o palabra sobre un alfabeto es una sucesion finita de simbolos sobre
ese alfabeto, usualmente escritos uno al lado de otros sin ningtn tipo de separacion.
Si consideramos 01001 esta es una cadena para los alfabetos ¥; y I'. Del mismo modo
abracadabra es una cadena del alfabeto Y.
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Si w es una cadena en el alfabeto, ¥ la longitud de w que denotamos por |w| es el
numero de simbolos que contiene. La cadena de longitud 0 es llamada la cadena vacia
y se denota por €. La cadena vacia hace el papel del cero en el sistema ntimerico.

Ejemplo 2. Si w = 121 es una palabra sobre el alfabeto ¥ = {1, 2, 3} entonces |w| = 3.
Ejemplo 3. |¢| = 0.
Si w tiene logitud n entonces podemos escribir w = wyw, - - - w,, donde cada w; € &

parai=1,2,...,n.

El inverso de w, que denotaremos por w”, es la cadena obtenida escribiendo w en

el orden inverso, esto es, W™ = w,w,_1 - - - w;.

Ejemplo 4. Si w = abracadabra entonces w™ = arbadacarba.

Ejemplo 5. Si w = 1221 entonces w™ = 1221 = w, cuando una cadena o palabra cumple que

w® = w se le llama palindromo.

La cadena z es una subcadena si aparece incluida en w.
Ejemplo 6. La cadena cad es una subcadena de abracadabra.

Si tenemos una cadena z = z2; - - - x,,, de longitud m y una cadena y = y 1y, - - -y, de
longitud n, la concatenacién de z e y, que escribiremos como zy es la cadena obtenida
afiadiendo y al final de x, esto es,

TY = T1X2 "~ TmlY1Y2 - Yn
Ejemplo 7. Consideremos x = 0101 e y = 1111 entonces xy = 01011111,

Observése que se cumple
|2yl = ||+ lyl,

Ademas, para cualquier cadena z escribiremos por definicién

T = X = XE.

En particular se tiene que |z¢| = |ex| = |z|. N6tese que la palabra vacia ¢ con hace con
respecto la concatenacién el papel del uno con respecto la multiplicaciéon de ntiimeros
naturales.

Para concatenar una cadena consigo misma emplearemos la siguiente notacion: Pa-
ra cualquier cadena x y cada k£ > 1 escribiremos

k—veces

k /_/H
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Emplearemos, ademads, el siguiente convenio notacional: Para cualquier cadena fi-
nita x escribiremos

2V =e.

El orden lexicografico de las cadenas es el mismo que el orden que aparece en los
diccionarios. Establecemos en primer lugar un oden sobre el alfabeto ¥ y después lo
extendemos a las cadenas formadas por los simbolos de dicho alfabeto, de forma que
x < y, siexiste un indice £ < min{m,n} deformaque xy-- -z = y1 - Y ¥ Tht1 < Yk+1-
Estamos asumiendo que si &k = m entonces z;; = ¢.

Ejemplo 8. Consideremos ¥ = {0, 1}, donde asumimos que 0 < 1. Entonces
00010100111 < 00010101.
Esto se ve mejor si lo escribrimos como sigue:
0001010£0111 < 0001010¢1e.
Ejemplo 9. Consideremos ¥ = {a, b, ¢}, donde asumimos que a < b < c. Entonces

baca < c,

caba < cabac,

ya que podemos escribir
cabae < cabac.

Un lenguaje es un conjunto cualquiera de cadenas o palabras definidas sobre un
alfabeto finito.

Los lenguajes pueden ser conjuntos muy grandes, como el formado por todas las
palabras “correctas” en espanol o el lenguaje {1,11,111,1111, ...} formado por todas
las cadenas finitas de unos. Hay que destacar que este lenguaje tiene tantos elementos
como numeros naturales. Para demostrarlo basta comprobar que la aplicaciéon definida
como

n— 1"

establece una relacién biyectiva entre los nameros naturales N y las palabras de dicho
lenguaje.

Cuando un lenguaje es muy grande es dificil especificar que cadenas o palabras
lo componen. La especificaciéon o caracterizacion de las mismas es una de las tareas
principales a las que le vamos a dedicar gran parte de nuestro tiempo.

Dado que un lenguaje es un conjunto de cadenas, se puede tener el lenguaje com-
puesto por ninguna cadena, el lenguaje vacio, y que denotaremos por (). Este no es el
mismo lenguaje que el que consta de la cadena vacia {¢}.
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1.2. Operaciones con lenguajes

Los conceptos de concatenacién, potencia e inverso se pueden extender a los len-
guajes en general.
Sean L, y L, dos lenguajes sobre un alfabeto 3. Se define el lenguaje concatenacién
de L, y Ly como
L1L2 = L1 e} Lg = {wx|w c L1 yzT e LQ}

En consecuencia, L; L, estd formado por todas las cadenas que se forman concatenando
cada cadena de L, con todas las cadenas de L»

Ejemplo 10. Sean L, = {00,11,1} y Ly, = {10,01}. Entonces
LiL, = {0010,0001, 1110, 1101, 110, 101}.

Cabe destacar que para formar el lenguaje concatenacién no es necesario que Ly y
L, sean lenguajes sobre el mismo alfabeto. Si L, es un lenguaje sobre ¥, y Ly es un
lenguaje sobre X5, entonces L; Ly es un lenguaje sobre £; U 3.

Ejemplo 11. Sean Sean L, = {00,11,1} y Ly = {ab, ba}. Entonces
L1Ly = {00ab, 00ba, 11ab, 11ba, 1ab, 1ba},

es un lenguaje sobre
{0,1,a,b} ={0,1} U {a, b}.

Noétese que para cualquier lenguaje no vacio L se cumple:
L=Lo{e}={e}olL

Al igual que para las cadenas, podemos definir la potencia de un lenguaje L me-
diante la expresiéon

para k > 1.5i k = 0, escribiremos

LY = {e}.
Ejemplo 12. Si L = {ab}, entonces
L° = {e}
L' = {ab}

L* = LolL = {abab}
L* = LolL?= {ababab}
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En importante tener en cuenta que con esta definicion se tiene que
0° = {e}.

Puesto que un lenguaje es una coleccién o subconjunto de cadenas, se puede defi-
nir para el mismo la unién, interseccién y el concepto de sublenguaje, al igual que se
definen para los conjuntos en general.

Si L, y Ly dos lenguajes sobre un alfabeto 3. Se define el lenguaje unién L, U Lo
como el lenguaje formado por las cadenas que pertenecen al menos a uno de los dos
lenguajes. Por lo tanto

L1UL2 = {w|w € L10w € L2}

La interseccién de dos lenguajes L, y L, es el lenguaje
LiNLy={wlw € L1 yw € Ly}.
Es decir estd formado por las cadenas que son comunes a ambos lenguajes.
Ejemplo 13. Consideremos L, = {€,0,1,10,11} y Ly = {¢,1,0110,11010}. Entonces
L1 ULy, ={e,0,1,10,11,0110, 11010}

L1 N L2 = {8, 1}
Vamos a hora a introducir una notacién que serd muy util para describir lenguajes
como L; = {1,11,111,1111,...} y Ly = {¢,1,11,111,1111,...}. Nbtese que podemos

escribir
Ly={1yu{1y*u{1y’v...,

Ly ={1}u {1y} u{1yPu{1y*u.-. .
En general dado cualquier lenguaje L sobre un alfabeto X definimos la clausura o
producto estrella de L al lenguaje

L*=uUx " ={e}ULUL*UL*U---,

Lt =U2,L"=LUL*UL*U---.

Notese que L* = {e} U L.
Ejemplo 14. Podemos escibir entonces
{1} = {e,1,11,111,1111,.. }

{1} ={1,11,111,1111, .. .},
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Ejemplo 15. Consideremos ¥ = {0,1} y L = X. Entonces L* = ¥* = {0, 1}* estd formado
por todas las cadenas finitas e infinitas de ceros y unos y la palabra vacia <.

Ejemplo 16. Consideremos L = {c}. Entonces, L* = {¢}* = {e}.

Si L es un lenguaje sobre ¥, definimos el lenguaje complemento de L sobre ¥ como

chz*\L:{wez*|w¢L}.I

Ejemplo 17. Si L = {c}, entonces L = ¥+ = ¥* \ {¢}.

Del mismo modo podemos definir para dos lenguajes L, y L, sobre el alfabeto X el

lenguaje
Ll\ng{w€L1|w§ZL2}:L1ﬂL§ I

Ejemplo 18. Sean L, = {a, ab, ba, aab} y Ly = {b, ab, bb, ca}. Entonces L,\ Ly = {a, ba, aab}.

Tambien podemos extender dado un lenguaje L el lenguaje inverso L* mediante la

siguiente definicién
LR = {w®w € L}. I

Ejemplo 19. Sea L = {0,1,01,001,0001}. Entonces L® = {0, 1,10, 001, 1000}.

Si L; y Ly son dos lenguajes sobre el alfabeto X y si todas las cadenas de L, son
también cadenas de L., diremos que L; es un sublenguaje de L, y lo denotaremos

cComo

Ejemplo 20. Consideremos L, = {a, aa, aaa, aaaa} y Ly = {a}*. Entonces Ly C Lo.

Se dice que dos lenguajes L; y L, son iguales si contienen exactamente las mismas
cadenas, es decir son conjuntos iguales y se denota como

Teorema 1. Sean L, y L, dos lenguajes sobre un alfabeto ¥. Entonces Ly = Ly si y solo si
L, C LQ]/LQ C L.

Demostracién. Supongamos en primer lugar que L, = L,. Para demostrar en primer
lugar que se cumple que L; C Lo, elijamos una cadena genérica x de Ly, como Ly = L,
entonces r serd a su vez una cadena de L, luego queda probado que L; C Ly. Veamos
ahora que también se cumple que L, C L;. Elijjamos, como antes una cadena genérica
y de Lo, del mismo modo que antes y serd a su vez una cadena de L;, lo que prueba
que Ly C Ly.
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Demostremos ahora la implicacién inversa. Supongamos pues que se cumple que
Ly C Lyy Ly C L. Esto nos dice que cualquier cadena de L, es a su vez una cadena de
L, y que cualquier cadena de L, es a su vez una cadena de L. En consecuencia ambos
lenguajes comparten todas sus cadenas y por lo tanto deben de ser iguales. O

El Teorema [L2nos proporciona una metodologia para determinar si dos lenguajes
son iguales.

Ejemplo 21. Demostrar que dados los lenguajes Ly, Ly y Lo sobre un alfabeto 3 se cumple que
Lio(LyULs) = (Ly o Ly) U(Ly o Ly).
Para demostrar la iqualdad necesitamos demostrar en virtud del Teorema [L2 que
1. Lyo(LyULs) C(LioLy)U(LyoLs)y
2. (LyoLy)U(LyoLs) C Lyo(LyULg).

Veamos 1. Consideremos un elemento genérico x de Ly o (Lo U Ls) que tiene que ser de la
forma x = wz donde w € Ly y z = Ly U L. Luego o bien z € Lo 0 bien z € Ls. En el primer
caso x € Ly o Ly o bien en el sequndo x € Ly o L. Esto nos dice que x € (Ly o Lo) U (Ly o Ls).
Esto prueba 1.

Para probar 2, consideremos un elemento genérico y de (L, o Ly) U (Ly o Ls). Entonces o
bien y € Ly o Ly 0 bien y € Ly o L3. Podemos escribir entonces que que y = wz donde o bien
we Liyz e Lyobienw € Ly yz € L. En resumen, y = wz siendo w € Ly y o bien
z € Ly obien z € Ls. En consecuencia, y estd en Ly o (L, U Ls) queda demostrada la sequnda
inclusion.

Ejercicios propuestos

1. Sea ¥ = {1}. Se puede decir que para todo ntimero natural n hay una palabra
w € ¥* para la cual |w| = n? ;Podemos afirmar que dicha cadena es tnica?
(Qué ocurrirfa si ¥ = {1, 2}.

2. ; Para una cadena finita w podemos afirmar que
W] = Jw'| + [w|?
Encontrar una expresion para |w*/| en términos de 7, j y |w|.
3. Demostrar para cualquier par de cadenas finitas x e y que (zy)® = y®z".
4. Demostrar que para cualquier lenguaje L se cumple que
LT =LoL*=L"olL.



CAPITULO 1. ALFABETOS Y LENGUAJES @ ceu .,

5.

10.
11.
12.

13.

14.
15.

16.
17.

18.

19.

Demostrar que para dos lenguajes L; y L, se cumple

(LioLy)® =LFo LT

. Sea L un lenguaje. ;Qué tipo de lenguaje es A o ()7

Sean L; = {el,mi} y Ly = {caballo,casa,coche} sublenguajes sobre el alfabeto
esparfiol. Obtener L, o Ly, Ly o Ly y Ly o Ls.

. Sea L = {e,a}. Obtener L" para n = 0,1,2,3. ;Cuantos elementos tiene A" pa-

ra un valor de n arbitrario? ;Cuadles son las cadenas de L™ para un valor de n
arbitrario?

. Suponer que L = {c}. Obtener L" para un n arbitrario.

Sea L; = {e,ab} y Ly = {cd}. ;Cuantas cadenas hay en A"o B para un n arbitrario?
Sean L; = {a} y Ly = {b}. Obtener A" o B, Ao B"y (Ao B)".

Sean L, = {¢}, Ly = {aa, ab,bb}, Ly = {¢,aa,ab} y Ly = (). Obtener L; ULy, L1ULs,
LyULs,y Ly N Ly, Ly N L3, Ly N Ls. Suponer que L un lenguaje cualquiera L U L,

SiLyL;parai=1,2,3,...sonlenguajes sobre un alfabeto ¥, demostrar que
Lo (U LZ-) =L oLy
i=1 i=1
(Bajo qué condiciones podemos afirmar que L* = L*?

Conocemos que para cualquier lenguaje L se tiene que ¢ € L*. ;Cudndo podemos
afirmar que ¢ € A™.

Demostrar que {¢}* = {¢} = {¢}".

Sean L; y L, dos lenguajes sobre un alfabeto >. Demostrar que (LN L2)¢ = LULS

Sea ¥ = {a,b,c} ysea L = {c'zc’|i,j > 0}, donde z € {e, aw,wb} para algun
w € X. ;Se cumple que L = ¥*? ;Es cierto que L* = ¥*?

Sea ¥ = {a, b, c}. Lo siguiente es una definicién recursiva de un lenguaje L :

icel.
ii Siz € L, entonces axby bra estan en L.

iii Si z e y estdn en L, entonces zy estd en L.
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iv No hay nada mas en L.
Se pide:
a) Demostrar que
L = {w € Y¥|wtiene el mismo numero de a’s que de b’s}.

b) Siby e estdn en L ;qué mas palabras hay en L?

c) Dar una definicién recursiva para que L C {a,b}* contenga todas las cade-
nas que tienen el doble de a’s que de b's.

20. Dar una definicién recursiva de un palindromo. (Obsérvese que ¢ es un palindro-
mo).

3

21. Sea ¥ = {a} y « = a. Definir las siguientes palabras : z, vz, zzx, 2%, 2%, 2" Indicar

sus longitudes.

22. Sea ¥ = {0,1,2}, 2 = 00, y = 1, z = 210. Definir las siguientes palabras :
ry, 12,92, vyz, (zy)®, 23, 2*y?, (zy)?, (z22)?. Indicar sus longitudes.

23. Describir las palabras pertenecientes a L = {0"1"|n > 1}.
24. Describir las palabras pertenecientes a L = {07170 < i < j}.

25. Describir formalmente el lenguaje formado por 0’s y 1’s, en el que hay el doble
de 0’s que de 1’s y todos los 0’s van delante de los 1’s.

26. Describir formalmente el lenguaje formado por palabras que comienzan y termi-
nan en a teniendo entre medias 3 0 més b’s.

27. Dado el lenguaje L = {a, ab, ba}, enumere las palabras que pertenecen a los len-
guajes L0, L'y L.

28. Dados el alfabeto > = {1,2, 3, a, b, ¢}, y los lenguajes L, = {1,2,3} y L2 = {a, b, c},
definir los lenguajes Ly U Ly, L1 Ly y (L1 La)?.

29. Sea L = {ab, aa, baa}. Indicar cudles de las siguientes palabras pertenecen a L+ :
abaa, aabab, abaabaaabaa, aaaabaaaa, baaaaabaaaab, baaaaabaa, €.

30. Sean L; = {a"b""'|n > 1} y Ly = {w|num. a’s = num. b’s}. ; Es Ly = Li?. ;Y
L2 = L3?

31. ;Existe algun lenguaje tal que (L*)¢ = (L°)*?
32. Demostrar o refutar la igualdad siguiente :
(L)% = (L5),
para todo lenguaje L.
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33. Demostrar que para todo lenguaje L, se verifica L*L* = L*.

34. Dado el lenguaje L = {a, abb, ba, bbba, b}, especifique el conjunto de todas las pa-
labras con una longitud menor que 3 en L*.
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Automatas y Lenguajes
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Capitulo 2

Lenguajes Regulares

En esta primer capitulo introduciremos las maquinas tedricas capaces de procesar
lenguajes formales. En primer lugar definiremos los Autématas Finitos Deterministas
como méaquinas que procesan los llamados Lenguajes Regulares. Demostraremos que
la clase de lenguajes regulares es cerrada para la operacién de unién de lenguajes. Sin
embargo, debido a las particulares caracteristicas de estos mecanismos nos es impo-
sible demostrar que dicha clase es cerrada para las operaciones de concatenacién y
clausura o producto estrella de lenguajes.

Para superar este obstaculo definiremos los llamados Autématas Finitos No Deter-
ministas. Este tipo de mdquinas mds versatiles tienen la curiosa propiedad que pro-
cesan el mismo tipo de lenguajes que los Autématas Finitos Deterministas, los llama-
dos lenguajes regulares. La versatilidad de los mismos nos permitird demostrar que el
lenguaje que procesan es cerrado para las operaciones de concatenacién y clausura o
producto estrella de lenguajes.

En una tercera fase, introduciremos unas expresiones de carécter algebraico lla-
madas expresiones regulares. Demostraremos en primer lugar que si un lenguaje es
caracterizado por una de estas expresiones entonces podemos construir un Autémata
Finito No Determinista que procesa dicho lenguaje, y en consecuencia es un lenguaje
regular. Reciprocamente demostraremos que si un lenguaje es regular, entonces pode-
mos construir lo que se conoce como Autémata Finito No Determinista Generalizado
que procesa dicho lenguaje. Finalmente, construiremos a partir de este una expresion
regular que caracteriza dicho lenguaje.

En resumen, Autématas Finitos Deterministas, Autématas Finitos No Determinis-
tas y Expresiones Regulares caracterizan la misma clase de lenguajes, los Lenguajes
Regulares.

Para concluir, empleando el llamado Lema del Bombeo, construiremos un mecanis-
mo para determinar si un lenguaje dado no es regular.

19
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2.1. Automatas Finitos

Los autématas finitos son unos excelentes modelos para representar computadoras
con una cantidad extremadamente limitada de memoria. ;Qué podemos entender por
un computador de memoria limitada?

Ejemplo: Una puerta automaética

El controlador de la puerta se encuentra siempre en uno de los dos estados “ABIER-
TA” que denotaremos por qo 0 “CERRADA” que sera ¢;. Del mismo modo existen
cuatro posibles efectos que hacen que el sistema cambie de estado: La alfombrilla de
entrada sufre un “input” que se denotaremos por 0, en el caso de que sea la alfombri-
lla de salida por 1, si no existe ninguna sefial por 2 y si tenemos una sefial en ambas
alfombrillas la sefial la denotaremos por 3. Graficamente el comportamiento de la
puerta automatica lo podemos representar empleando el grafo siguiente:

0
(20) (@)
1,2,3 30,1,2

O bien se puede representar empleando la tabla de trasicién siguiente:

o |0 |1 ]2 |3

qo | 91 | 90 | 90 | 90
q1 | 91 | 91 | 90 | 91

Los autématas finitos son mecanismos “sin memoria” en consecuencia tienen pro-
piedades muy similares a las llamadas Cadenas de Markov, reconocidos objetos para
el reconocimiento de patrones.

La figura siguiente representa lo que a partir de ahora denominaremos autémata
finito y que denotaremos por M :

Figura 2.1: Un autémata finito llamado M, con tres estados diferentes.
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La Figura P.Il representa el llamado diagrama de estado de /. Tiene tres estados
etiquetados por o, ¢1 y ¢2. El estado inicial ¢; que se mediante una flecha apuntando
hacia el y no etiquetada con ningtn simbolo. El estado de aceptacion, ¢; que es el
etiquedado con una doble circunferencia. Las flechas etiquetadas entre estados se les
llama transiciones.

Cuando este autémata recibe como “input” una cadena, como por ejemplo, 1101 el
autémata procesa la cadena y produce una respuesta o “output”. La respuesta es acep-
tar o rechazar. El proceso comienza en el estado inicial de M; que es gy. el autémata
recibe el primer simbolo de la cadena de entrada, en este caso 1 de 1101, una vez leido
este simbolo ); se mueve a lo largo de un estado u otro segtin le indique el simbolo
etiquetado en la transicién correspondiente. En el ejemplo que nos ocupa, se moverd al
estado ¢; ya que (go,1) — ¢;. Empleando recursivamente esta regla seguimos hasta
tinalizar los simbolos de la cadena de entrada. Si el Giltimo estado, es el estado de acep-
tacion, en nuestro ejemplo ¢, entonces aceptamos la cadena y en caso contrario esta es
rechazada.

Para nuestro ejemplo podemos escribir:

Comenzamos en el estado ¢g.
. Leemos 1 nos desplazamos de ¢ a ¢;.
. Leemos 1 nos desplazamos de ¢; a ¢;.

1.
2
3
4. Leemos 0 nos desplazamos de ¢; a ¢..
5. Leemos 0 nos desplazamos de ¢; a ¢;.
6

. Aceptamos 1100 ya que M; se encuentra en el estado de aceptacion ¢; al final de
la cadena de entrada.

Ejercicio 1. Comprobar que las cadenas
1. 1,01, 11, 010101010101 son aceptadas por M;.
2. 100, 0100, 110000, 0101000000 son aceptadas por M,
3. 0,10, 101000 son rechazadas por M;.

4. ;Podemos afirmar que M, acepta cualquier cadena que finaliza con un niimero par de 0’s
que siguen al 1iltimo 1?

2.1.1. Definicion formal de un autémata finito

Vamos a emplear la llamada funcién de transicién que denotaremos por § para
definir las reglas por las que el autémata se mueve de un estado a otro en funcién
del simbolo recibido. Como podemos ver en la Figura si nos encontramos en el
estado z y recibimos el si).mbolo a, entonces el autémata se desplaza al estado y. Esto
lo representamos mediante la funcién 6 como (z, a) = y (ver la Figura 7).
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Figura 2.2: La funcién de transicién §(z,a) =y

Definicién 1. Un autémata finito es una 5—upla M = (Q), X, 6, qo, F') donde:
1. Q un un conjunto finito llamados los estados.
2. 3 es un conjunto finito llamado el alfabeto.
3. 0:Q x ¥ — Qeslafuncion de transicion.
4. qo € Q es el llamado estado inicial.
5. F C Q es el conjunto de estados de aceptacion.

Ahora podemos describir M; (ver la Figura P.T)) de manera mucho mds férmal.

1 Q={q.q1. ¢}
2. % = {0,1}.

3. ¢ viene determinada por la tabla siguiente:

4. qp es el estado inicial.
5. F = {q} es el conjunto de estados de aceptacion.

Si A es el conjunto de cadenas que el autémata M acepta, diremos que A es el
lenguaje aceptado o reconocido por el autémata M, y escribiremos L(M) = A.

Un autémata puede reconocer o aceptar diferentes cadenas, pero siempre recono-
ce 0 acepta un unico lenguaje. Si el autémata no reconoce o acepta ninguna cadena
diremos que M reconoce el lenguaje vacio 0.

En el caso del autémata M, si definimos

A = {w|w contiene al menos un 1 y finaliza con un numero par de 0’s que siguen al ultimo 1},

tenemos que L(M,;) = A.
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2.1.2. Definicién formal de computacion

Sea M = (Q,%,0,qo, F) un autémata finito y sea w = wyws - - - w,, una cadena en el
alfabeto . Entonces M acepta w si existe una sucesioén de estados r¢, 7y, ...,7, en Q)
que cumplen las siguientes tres condiciones:

1. To = qo,
2. (5(ri,wi+1):Tiﬂparai:(),l,...,n—l,y
3. r, € F.

Diremos que M reconoce el lenguaje A si A = {w|M acepta w}. Escribiremos en-
tonces que L(M) = A.

Definicién 2. A un lenguaje se le llama lenguaje regular si es aceptado o reconocido por
algiin autémata finito.

Esto nos dice que para cualquier lenguaje regular A se puede construir un autémata
finito M de forma que A = L(M).

Ejemplo: El disefio de un autémata finito

Consideremos el lenguaje formado por todas las cadenas del alfabeto ¥ = {0,1}
que contienen la subcadena 001. Para determinar que es un lenguaje regular debe-
mos construir un autémata finito que acepte o reconozca dicho lenguaje. En principio
mientras vayan apareciendo unos, no deberiamos cambiar de estado ¢. La situacién
cdmbia en el momento que aparece el primer cero, en este momento cambiamos a g
si seguidamente aparece un uno, volvemos a encontranos en la situacién inicial, vol-
vemos a ¢ y en caso contrario nos desplazamos a un nuevo estado gg. Si aparece un
uno, podemos finalizar en el estado ggo1, en caso contrario permanecemos en ¢go. En
resumen obtenemos el automata 0.1
?

2.1.3. Las operaciones regulares

En las dos secciones precedentes se han introducido y definido los autématas finitos
y los lenguajes regulares. Vamos a comenzar a investigar sus propiedades. Para ello
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vamos a necesitar la ayuda una pléyade de te¢nicas que emplearemos para disefiar
autématas que puedan reconocer determinados tipos de lenguajes. Estas herramientas
incluirdn técnicas que nos permitirdn demostrar que un determinado lenguaje no es
regular (es decir, que estdn por encima de la capacidad de cémputo de un autémata
finito).

Estas herramientas van a incluir tres operaciones que ya conocemos, la unién, la
concatenacion y la clausura o producto estrella, de lenguajes, que denominaremos a
partir de ahora operaciones regulares, y que serdn empleadas posteriormente para el
estudio de los lenguajes regulares.

El concepto de “cerrado bajo la operacién”

Si consideramos los ntimeros naturales N = {1,2,...}. Decimos que N es cerrado

bajo la operacién de multiplicacién, ya que el resultado de multiplicar dos ntimeros
naturales es otro ntimero natural. Por el contrario, dicho conjunto no es cerrado para
la divisién, ya que si, por ejemplo, dividimos 1 entre 3 el resultado es un nimero
racional, que evidentemente, no es un nimero natural.

Nuestro objetivo consistira a partir de ahora en demostrar que los lenguajes regu-
lares son cerrados para las operaciones regulares. Para ello en primer lugar demostra-
remos:

Teorema 2. La clase de lenguajes requlares es cerrada para la union. En otras palabras, si Ly y
L, son lenguajes reguales, entonces Ly U Ly en un lenguaje regular.

IDEA DE LA DEMOSTRACION. Partimos de dos lenguajes regulares L; y L, y tene-
mos que demostrar que la unién de ambos L; U Ly es un lenguaje regular. Como L, y
L, son regulares conocemos que existen dos AFD M, y M, de forma que M; reconoce
el lenguaje L, y M, reconoce el lenguaje L. Para demostrar que L; U Ly es un len-
guaje regular tenemos que construir un AFD, que llamaremos M de forma que pueda
reconocer este lenguaje.

La demostracién del mismo es de caracter constructivo, ya que M sera construido
a partir de M; y M, del siguiente modo. Dada una cadena cualquiera de L; U L, esta
sera procesada en paralelo por M; y M, diremos M la acepta si es aceptada o bien por
M, obien por M, o bien por ambos. Esto nos asegura que M reconoce todas las cadenas
del lenguaje unién. O

Demostracion. Sea My = (Q1, X, 01, ¢1, 1) que reconoce a L; y sea My = (Q2, X, 02, ga, )
que reconoce a L,. Vamos a construir M = (Q), X, J, o, ') que reconoce a L; U Ls.

Sean:

1. Q =01 x Qs ={(r1,m2) : 11 € Q1,72 € @2}, que es el producto cartesiano de los
conjuntos de estados de los autématas.
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2. ¥ es el mismo alfabeto que el de M; y M;. En este resultado estamos asumiendo
que ambos lenguajes tienen el mismo alfabeto. Esto en general no tiene por que
ser cierto y en general tendriamos que suponer que M, tiene un alfabeto X, y M,
un alfabeto 5. En este caso tomariamos como > = >; U Y.

3. La funcién de transicion ¢ se define como

d((r1,re),a) = (01(r1,a), 62(rq, a)).

4. q=(01,q0)y
5. F:{(Tl,T2> m EF107"2€F2}

O
Necesitamos demostrar ahora que la clase de lenguaje regulares es cerrada para la
concatenacion y la clausura o producto estrella. Para la concatenaciéon y como en el
resultado anterior comenzariamos con dos AFD M, y M, de forma que L, = L(M;)
y Ly = L(M;). Pero no podemos construir tan facilmente un autémata M de forma
que L(M) = L(M, o M) ya que dada una cadena, no es tan inmediato el construir un
mecanismo que detecte para una cadena que parte estd en M; y que parte en M. Para
ello, vamos a introducir, en la seccién siguiente, una nueva clase de autématas finitos,
equivalentes a los AFD ya que generaran la misma clase de lenguajes, mas versatiles y
que nos permitirdn demostrar de forma sencilla que la clase de los lenguajes regulares
es cerrada para las operaciones regulares.

2.2. Automatas no deterministas

En un autémata determinista cuando se encuentra en un estado determinado y lee
el sSimbolo siguiente conocemos cudl va a ser el estado al que nos vamos a mover. En
un autémata no determinista, podemos tener diferentes estados a donde movermos
(ver la Figura 3). Esto, nos proporciona un mecanismo mucho mds general, que en
particular engloba al modelo determinista. Podemos pues afirmar que todo autémata
determinista es no determinista.

A partir de ahora consideraremos Autématas Finitos Deterministas, AFD para sim-
plificar y Autématas Finitos No Deterministas, AFN.

En primer lugar cualquier estado de un AFN tiene exactamente una transicién para
cada simbolo del alfabeto. E1 AFN como el de la Figura L3 viola esta propiedad, el
estado ¢ tiene una tnica transicién para el simbolo 0 y dos transiciones para el simbolo
1. Esto se denotaria como 6(qo, 1) = {qo, 1 }-

En segundo lugar el AFD etiqueta sus transciones con simbolos del alfabeto. Como
podemos ver en la Figura 2.3 existe una tnica transicion entre ¢; y ¢ etiquetada con la
palabra vacia ¢.

¢(Cémo computa entonces un AFN?
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Figura 2.3: Un ejemplo de AFN.

Supongamos que un AFN comienza a procesar una cadena y llega a un estado
en el que tenemos diferentes formas de movernos. Por ejemplo, supongamos que nos
encontramos en el estado ¢y de la Figura 2.3, que denotaremos a partir de ahora por
N1, y el simbolo que nos llega para procesar es un 1. Después de leer el simbolo el
autémata procesa diferentes copias de si mismo y sigue todos los posibles caminos en
paralelo. En la Figura .4l podemos comprobar como procesaria N, la cadena 010110.

Consideremos un AFN definido sobre el alfabeto {0}. Un alfabeto conteniendo un
tinico simbolo se le llama alfabeto unitario. Si nos fijamos en el AFN la Figura .5 este
acepta todas las cadenas de la forma 0* donde k es un multiplo de 2 0 3. Como podemos
observar la presencia de flechas etiquetadas con ¢ es esencial.

2.2.1. Definicion formal del un Autémata Finito no Determinista

Para cualquier conjunto ) denotaremos por P(Q) la coleccién de todos los sub-
conjuntos posibles de @, incluido el conjunto vacio (). Al conjunto P(Q) se le conoce
como conjunto potencia de (). Para cualquier alfabeto ¥ denotaremos por . al con-
junto ¥ U {e}. Con todo ello podemos escribir la descripcién formal de la funcién de
transicion para un AFN como sigue.

Definicién 3. Un autémata finito no determinista es una 5—upla N = (Q, 3, 9, qo, F') donde:
1. Q un un conjunto finito llamados los estados.
2. 3 es un conjunto finito llamado el alfabeto.
3. 0:Q xX. — P(Q) es la funcion de transicion.
4. qo € Q es el llamado estado inicial.
5. F C Q es el conjunto de estados de aceptacion.
Para el AFN de la Figura 2.3 se tiene

1. Q = {q07q17Q27q3}~
2. %= {0,1).
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Figura 2.4: El computo de la cadena 010110 por Ny

Figura 2.5: Un AFN sobre un alfabeto unitario.
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3. J viene determinada por la tabla siguiente:

) 0 1 €
do {QO} {QO, Q1} 0
q

q1 {Q2} 0 { 2}
@| 0 ey 0
qs {613} {Q3} 0

4. qq es el estado inicial.
5. F' = {g3} es el conjunto de estados de aceptacion.

La definicién formal de computacién para un AFN es similar a la de un AFD. Sea
N = (Q,%,9,q, F) un AFN y sea w una cadena sobre el alfabeto . Entonces diremos
N acepta w si podemos escribir w = 1y - - -y, donde cada y; es un elemento del
alfabeto X, y existe una sucesion finita de estados 79, 7,...,7, en ) para los que se
cumplen las tres siguientes condiciones:

1. 70 = qo,
2. Tiy1 € 5(Tiayi+1) parai = O,l,...,m— 1,y

3. r, €F.

2.2.2. Equivalencia entre AFNs y AFDs

Los autématas finitos deterministas y no deterministas reconocen la misma clase de
lenguajes. Esto puede parecer sorprendente, ya que a priori parece que los AFN sean
mas potentes que los AFD. Esta caracteristica es de mucha utilidad ya que en muchas
ocasiones es mds facil describir un lenguaje empleando un AFN que su contrapartida
determinista.

Diremos que dos autématas son equivalentes si ambos reconocen o aceptan el mis-
mo lenguaje.

Teorema 3. Cualquier AFN tiene un AFD equivalente.

IDEA DE LA DEMOSTRACION. Si un lenguaje es reconocido por un AFN, entonces
tenemos que demostrar la existencia de un AFD que lo reconoce a su vez. La idea es
convertir un AFN en un AFD equivalente que lo simula. ;Cémo podemos entoncer
simular un AFN si pretendemos que se comporte como un AFD? El problema radi-
ca en que de cada cada estado pueden salir diferentes flechas con el mismo simbolo
del alfabeto, esto es lo que provoca que la imagen de la funcién de transicién sea un
conjunto de estados. En consecuencia, tenemos que transformar los conjuntos de es-
tados del AEN en los estados del AFD que tiene que simular. Si por ejemplo el AFN
tiene k—estados sabemos que el conjunto potencia de todos los estados del AFN tiene
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2k elementos que constituyen todos los subconjuntos posibles que podemos construir
a partir de los estados del AFN original. A partir de esto tendremos que construir una
nueva funcién de transicion que nos permita simular el AFD a partir del AFN. 0
Demostracion. Sea N = (Q, 3, 9, qo, F') el AFN que reconoce un lenguaje regular dado
L. Construyamos el AFD M que reconoce a L. Consideraremos en primer lugar el caso
en el que N no tiene flechas etiquetadas con «.
Construimos M = (Q', %, ¢, gy, F') como sigue:

1. Q' = 29 = P(Q). Cualquier estado de M esta formado por un subconjunto de
estados de V.

2. ParaRe @Q',estoes RC (), ya € ¥ sea
§'(R,a) = {g € Qlg € (r,a) parar € R},

otra forma de escribir esta expresion es

§'(R,a) = | Jd(r,a).

reR

3. ¢ = {0}

4 F'={ReQ|RNF #0}

Veamos ahora el caso en el que existan flechas etiquetadas con ¢, para ello nece-
sitamos notacion adicional. Para cada estado R de M vamos a definir £(R) como la
coleccion de estados que se alcanzan a partir de R a través de transiciones etiquetadas
con ¢, incluyendo los elementos de R. De manera formal, para R C () definimos

e(R) = {q € Q|g se alcanza a partir de R con 0 o mas flechas €}.
Entonces modificamos la funcién de transicion de M afiadiendo flechas adicionales
sobre todos los estados que son alcanzados a través de transiciones ¢ a través de cada
paso. Reemplazando o(r, a) por £(d(r, a)) hace que esto sea efectivo. Por lo tanto

§'(R,a) ={q € Q|q € (d(r,a)) parar € R}.

De forma adicional necesitaremos modificar el estado inicial de M de ¢ a £(g;,). Con
esto completamos la construccién del AFD M que simula al AFN N. O

Corolario 1. Un lenguaje es reqular si y solo si algiin AFN lo reconoce.
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Ejemplo: De un AFN a un AFD

Consideremos un AFN N = (Q, {a,b},0,1,{1}), siendo @ = {1,2,3}, dado por la
Figura .8 Para construir el AFD equivalente, conocemos que N tiene 3 estados, en
consecuencia

P(Q) =10, {1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3}, {1, 2,3}}

que es el nimero de estados del AFD equivalente que denotaremos por D.

Ahora determinaremos el estado inicial y los estados de aceptacion. El estado inicial
el ¢({1}) compuesto por los estados accesibles a través de {1} empleando transiciones
e. A partir de la Figura 2.6 obtenemos que

e({1}) = {1,3}.

Ademas, los estados de aceptacion estdn formados por todos aquellos que contienen
el estado de aceptacion {1}, luego

F = {0, {1}, {1,2},{1,3},{1,2,3}}.

Determinemos ahora la funcién de transicién. Conocemos que el estado {2} va al
estado {2, 3} cuando se recibe como input el cardcter a y no podemos ir mas alld de 2y
3 empleando flechas etiquetadas con ¢.

El estado {1} va a () con a ya que ninguna flecha sale de el. Va hacia {2} con el
caracter b.

El estado {3} va hacia {1,3} con a, ya que el estado 3vaa lyellvaa3conuna
flecha con etiqueta ¢. El estado {3} con b va a ().

El estado {1,2} vaa {1,3} cona,yaque3 conavaalylvaa3conuna flecha con
etiqueta ¢. El estado {1,2} conbva a {2,3}

Continuando obtenemos el diagrama de la Figura

Finalmente podemos simplificar la Figura observando que no existen flechas
apuntando al los estados {1} y {1,2}, en consecuencia podemos eliminarlos del dia-
grama sin que afecten al funcionamiento del autémata. Esto viene representado en la
Figura

2.2.3. Lapropiedad de clausura bajo operaciones regulares
Teorema 4. La clase de lenguajes requlares es cerrada bajo la operacion de la union.

IDEA DE LA DEMOSTRACION. Supongamos que tenemos dos lenguajes regulares L,
y Ly y deseamos demostrar que Ly U L, es regular. La idea es tomar dos AFN N; y N
que acepte cada uno de los lenguajes y combinar ambos para construir un AFN N que
combine a ambos.

La médquina N tiene que aceptar cadenas de ambos lenguajes. Para ello introduci-
remos un nuevo estado inicial del que partiran dos flechas una al estado inicial de V;
y otra al correspondiente de NV, con la etiqueta ¢. O
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Figura 2.6: E1 AFN N.

Figura 2.7: E1 AFD D en este caso marcamos los estados finales con una flecha vertical
sin etiquetar.
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Figura 2.8: E1 AFD D eliminados los estados que son innecesarios.

Demostracion. Sea N1 = (Q1, 2, 01, ¢1, F1) que reconoce a Ly y Ny = (Q2, X, 62, g2, F)
que reconoce a L,. El siguiente autémata N = (Q), X, §, go, F) reconoce a Ly U L.

1. Q@ = {q} U Q1 UQ>, donde gy es un nuevo estado que introducimos.
2. qp es el estado inicial de N.
3. F'=F,UFs.

4. Definimos § para cada ¢ € Q y a € ¥ del modo siguiente

01(q,a) si ge @
02(q,a) si g€ Q

1) = .

(g, 0) {g1,2} si g=qoya=ce
0 si g=qya#e

O

Teorema 5. La clase de lenguajes regulares es cerrada bajo la operacién de la concatenacion.

IDEA DE LA DEMOSTRACION. Supongamos que tenemos ahora dos lenguajes regu-
lares L, y L, y deseamos probar que L; o L, es regular. La idea es tomar dos AFN N, y
N, para cada uno de estos lenguajes y combinarlos para obtener un nuevo AFN N que
reconozca a Ly o L.

Para ello vamos a considerar que primero procesamos a traves de N; y ligamos
todos los estados finales de este autémata al estado inicial de N, mediante flechas eti-
quetadas con ¢. El autémata resultante sera N que reconoceré las cadenas de L; o L.
0J

Demostracion. Sea N1 = (Q1, %, 01, ¢1, F1) que reconoce a Ly y Ny = ((Q2, X, 62, g2, F)
que reconoce a L,. El siguiente automata N = (Q), 3, 9, qo, F') reconoce a L; o L.
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1. Q=0Q:1UQ,.
2. q=q.
3. F:F2

4. Definimos 4 para cada ¢ € Q y a € £ del modo siguiente

d1(q,a) si geiyqé¢ I

) 0(q,a) si ge Flya#e

2(g,0) 0i(q,a) U{g} si ge Fiya=«¢
d2(q, a) si g€ Q.

0

Teorema 6. La clase de lenguajes regulares es cerrada bajo la operacién de la clausura o pro-
ducto estrella.

IDEA DE LA DEMOSTRACION. Vamos a considerar que tenemos un lenguaje regular
L, y tenemos que demostrar que su clausura de Kleene o producto estrella L* es un
lenguaje regular. Para ello vamos a considerar un AFN N; que reconoce al lenguaje y
vamos a modificarlo convenientemente, obteniendo una nueva maquina N para que
reconozca a L*.

Hay que tener en cuenta que N tiene que reconocer a la palabra vacia €. En con-
secuencia el estado inicial tiene que ser un estado de aceptaciéon. Esto nos va a lleva a
afadir un nuevo estado, que serd el estado inicial de NV del que partird una flecha eti-
quetada con ¢ al estado inicial de N;. Para aceptar cadenas de L* de cada estado final
de N, partird una flecha etiquetada con la palabra vacia hacia el estado inicial de N;.
O

Demostracion. Sea Ny = (@1, %, 01, q1, F1) que reconoce a L;. El siguiente autémata
N =(Q,%,9,q, F') reconoce a L.

L Q={q}UQ.
2. qo es el nuevo estado inicial.

4. Definimos 4 para cada ¢ € Q y a € ¥ del modo siguiente

d1(q,a) si geQiyq¢ Ry
01(q, a) si geFiya+#e
6(q,a) = di(q,a)U{q} si g€ Fiya=e
{ai} si g=qya=c¢
0 si g=qya#e
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2.3. Expresiones Regulares

En aritmética empleamos las operaciones + y x para construir expresiones del tipo
(5+3) x 4.

Del mismo modo, podemos emplear operaciones regulares para construir expresiones
que describan lenguajes, a este tipo de expresiones las denominaremos expresiones
regulares. Un ejemplo es

(0U1)0”.

El valor de la expresién aritmética es 32. El valor de la expresion regular es un lenguaje.
En este caso se trataria de cadenas que comienzan con 0 o 1 y van seguidas de una
cadena de 0’s que puede ser incluso la cadena vacia ¢.

2.3.1. Definiciéon formal de una expresion regular
Diremos que R es una expresion regular si R es:
1. a para algtn a de un alfabeto X.
2. g,
3. 0,
4. (Ry U R,),donde R; y R, son expresiones regulares,
5. (R1Ry) = (Ry o Ry), donde R, y R, son expresiones regulares,
6. (R;)* donde R; es una expresion regular.

Los puntos 1,2 y 3 representan los lenguajes {a}, {¢} y () respectivamente. No hay
que confundir {¢} y §) ya que el primer lenguaje solo tiene una cadena, la vacia y el
segundo no tiene ninguna cadena, por eso es el lenguaje vacio.

2.3.2. Laequivalencia con los Autématas Finitos

Teorema 7. Un lenguaje es regular siy solo si existe una expresion regular que lo describe.
Este teorema tiene dos direcciones, probaremos cada una de ellas por separado.

Lema 1. Si un lenguaje es descrito por una expresion regular entonces es un lenguaje regular.

IDEA DE LA DEMOSTRACION. Supongamos que tenemos una expresion regular R
que describe un lenguaje L = L(R). Tenemos entonces que convertir R en un AFN N
de forma que L = L(M). O

Demostracion. Para convertir R en N consideraremos seis casos dentro de la defini-
cién formal de una expresion regular:
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1. Si R = a para algin a € X, entonces L(R) = {a} y el siguiente AFN reconoce a
L(R)

@
De manera formal N = {{q1, ¢}, %,0,¢1,{q=}}, donde 6(¢q1,a) = {q2} y d(r,0) = 0

parar # ¢ 0b # a.
2. R =¢. Entonces L(R) = {¢} y el AFN siguiente reconoce a L(R) :

De manera formal N = ({¢:}, 2,9, ¢1, {¢1}), donde 6(r, b) = () para cualquier r y b.
3. R = (. Entonces L(R) = 0 y el siguiente AFN reconoce a L(R) :

—@

De manera formal N = ({¢}, 3,4, ¢, (), donde §(r,b) = () para cualquier r y b.

4. R= Ry UR,.
5. R:RloRz.
6. R=R:.

Para los casos 4,5 y 6 emplearemos las construcciones dadas en las demostraciones
de los Teoremas [ @y [ respectivamente. O

Lema 2. Si un lenguaje es regular, entonces se puede describir empleando un expresion regular.

IDEA DE LA DEMOSTRACION. Vamos a partir la prueba de este resultado en dos
partes, empleando un nuevo tipo de maquina llamado Automata Finito No Determi-
nista Generalizado AFNG. En primer lugar mostraremos como convertir un AFD en
un AFNG, y en segundo lugar convertiremos un AFNG en una expresion regular.

Los AFNG’s son AFN’s en las que las etiquetas de las flechas de su diagrama de tran-
sicion estdn formadas por expresiones regulares, en lugar de elementos del alfabeto o la
palabra vacia . Por conveniencia, eligiremos siempre un AFNG que tiene la forma
especial siguiente:

= El estado inicial gs., tiene flechas hacia cualquier otro estado, pero cualquier otro
estado no tiene ninguna flecha sobre el estado inicial.
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» Existe unicamente un estado de aceptacion ¢accept v tiene flechas que llegan de
cualquier otro estado, pero no existe ninguna que salga hacia cualquier otro esta-
do. El estado inicial es distinto del estado de aceptacion.

= Excepto para el estado inicial y de aceptacion una sola flecha va para cualquier
otro estado y una también de cada estado en si mismo.

Podemos convertir facilmente un AFD a un AFGN descrito en la forma especial
como sigue: Afiadimos un nuevo estado inicial con una flecha etiquetada con ¢ sobre
el antiguo estado inicial, y un nuevo estado de aceptacion, al que le llega una fecha
etiquetada con ¢ de cada uno de los antiguos estados de aceptacion. Si cualquier flecha
tiene multiples etiquetas (o si hay multiples flechas que tienen la misma direccién entre
los mismos estados) reemplazamos cada una de ellas por una flecha cuya etiqueta es la
unién de todas las etiquetas previas. Finalmente, afiadimos flechas etiquetadas () entre
estados que no tengan flechas.

Veamos ahora como convertir un AFNG en una expresién regular. Digamos que
el AFNG tiene k—estados. COmMoO Gstart V Gaccept tienen que ser diferentes se tiene que
k > 2.5i k > 2, construimos el AFNG en su forma equivalente con k — 1 estados. Este
paso se repite hasta reducir a un AFNG con dos estados. Si k = 2, el AFNG tiene una
tnica flecha que va de gsart @ Gaccept- La etiqueta de esta flecha es una expresion regular
equivalente al lenguaje que genera el AFD.

El paso crucial es la construcciéon del AFNG equivalente cuando £ > 2. Para reali-
zar este paso seleccionaremos un estado, que sera el que desaparezca, para reducir a
k — 1 estados, y tendremos que “parchear” la mdquina para que el lenguaje que reco-
nozca siga siendo el mismo. Para ello cualquier estado valdra, siempre y cuando no se
trate de gstart V Gaccept- ESto queda garantizado ya que k£ > 2. Al estado seleccionado lo
denotaremos por g;ip.

Después de eliminar ¢, repararemos la maquina alterando las expresiones regula-
res que etiquetan cada una de las flechas. Las nuevas etiquetas deberdn compensar la
ausencia de ¢,ip,, afiadiendo las expresiones perdidas. La nueva etiqueta del estado ¢; al
estado ¢; es una expresion regular que describe todas las cadenas de ¢; a ¢; via ¢yip,. Ver
el grafico adjunto:

Ry — @ R, U (R1R5R3) @

.. R,
Demostracion.

Vamos a escribir formalmente la idea expresada anteriormente. Para facilitar la de-
mostracién vamos a introducir la definicién formal del tipo de autémata ya introduci-
do. Un AFNG es similar al un AFN excepto en la definicién de la funcién de transicion
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que en este caso se escribe como

5 : (Q \ {Qaccept}) X (Q \ {QStart}) B— R

El simbolo R denota la colecciéon de todas las expresiones regulares sobre el alfabeto
2,V Gstart Y accept SON €l estado inicial y de aceptacion, respectivamente. Si §(¢;, g;) =
la etiqueta de la flecha que va del estado ¢; al estado ¢, es la expresion regular R. El
dominio de la funcién de transicién es (@ \ {Gaccept }) X (@ \ {¢start }) ya que una flecha
conecta cualquier estado con cualquier estado, excepto que no hay flechas que vayan
a (start O que Salgan de Gaccept -

Definicién 4. Un Autémata Finito No Determinista Generalizado es una 5-upla

G = (Q, 0,0, Gstart; Gaccept)
donde
1. Q es el conjunto finito de estados.
2. Y es el alfabeto de entrada.
3. 0 (Q\ {Gaccept }) X (Q \ {@start}) — R es la funcién de transicion.
4. Gsiart €S el estado inicial.
5. Qaccept €5 €l estado de aceptacion.

Un AENG acepta la cadena w en ¥* si w = wyws - - - w;, donde cada w; € ¥ y una
sucesion de estados g, q1, . . ., g, existe de forma que

1. qo = Ystart,
2. qk = Gaccept Y

3. paracada i, se tiene que w; € L(R;) donde R; = 0(¢;_1, ¢;); en otras palabras R; es
la expresion que etiqueta la flecha entre ¢; y g;

Retornando a la idea de demostraciéon, sea M el AFD para el lenguaje L. Entonces
vamos a transformar M a un AFNG N afiadiendo un nuevo estado y un nuevo estado
de aceptacion y nuevas flechas transacionales si fuese necesario. Vamos a emplear el
procedimiento CONVERT(G), que toma un AFNG y devuelve una expresion regular
equivalente. Este procedimiento emplea un argumento recursivo, que emplea llama-
das a si mismo. No puede darse un bucle infinito ya que el procedimiento se llama a
si mismo solo para procesar un AFNG que tiene un estado menos. El caso en el que
AFNG tiene exclusivamente dos estados se trata sin emplear el argumento recursivo.

CONVERT(G) :
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1. Sea K el nimero de estados de G.

2. Si k = 2, entonces G tiene que tener unicamente un estado de inicio, un estado
de aceptacién y una flecha unienddlos etiquetadas con una expresion regular R.
Delvolver la expresion regular R.

3. Si k > 2, seleccionar cualquier estado gip € @ \ {Gstarts Gaccept } ¥ S€a G' es AFNG
(le g, 6/7 Qstart Qaccept) donde
Q/ - Q \ {QI“ip}

y para cualquier ¢; € Q" \ {Gaccept } Y cualquier g; € Q" \ {gstart } S€a

' (¢i, q;) = (R1R3R3) U Ry

para Ry = 0(i, Grip), R = 0(rip, Geip), B3 = 0(rip, 45) ¥ Ra = 0(gi, g;)-
4. Calcular CONVERT(G') y devolver su valor.

Vamos a demostrar que el procedimiento anterior devuelve el valor adecuado
Enunciado 1. Para cualquier AFNG G, CONVERT(G’) es equivalente a G.

Demostraremos este enunciado por induccién en k el nimero de estados del AFNG.

Base: Demostremos el enunciado para k£ = 2. Si GG tiene exclusivamente dos estados,
ellos deben de estar unidos por una tnica flecha, que lleva el estado inicial al
estado de aceptacion. La expresion regular que etiqueta a esta flecha describe
todas las cadenas que para G llegan al estado de aceptacion. En consecuencia,
esta expresion es equivalente a G.

Paso inductivo: Supongamos el enunciado cierto para k — 1 estados y empleemos esta
hipétesis para demostrar que el enunciado es cierto para k estados.

En primer lugar demostraremos que Gy G’ reconocen el mismo lenguaje.
Supongamos en primer lugar que G acepta la cadena w. Entonces una rama del
proceso de w por G viene determinada por la sucesion finita de estados:

Gstart; 41, 42, - - -y Qaccept -

Si niguno de ellos es el estado a eliminar ¢,;,, de forma clara G’ acepta a w. La razén
es que cada una de las nuevas expresiones regulares etiquetando las flechas de G’ con-
tiene la antigua expresién regular como parte de la unién. Si ¢,;;,, aparece eliminando
cada ejecucion de g,i, estado aparece una forma de procesamiento aceptada por G’ Los
estados ¢; y ¢; que nos dan un paso de procesado tienen una nueva expresion regular
que los liga y que describe todas las cadenas que van de ¢; a ¢; pasando por .

En la otra direccién, supongamos que G’ acepta la cadena w. Como cada flecha
entre dos estados ¢; y ¢; en G’ describe la colecciéon de cadenas que van de ¢; a g¢;
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directamente o via ¢.;,, G debe de aceptar w. En consecuencia GG y G’ son equivalentes,
estoes, L(G) = L(G).

La hipétesis de induccién enuncia que cuando el algoritmo se llama a si mismo
recursivamente sobre un input G’ el resultado es una expresion regular que es equiva-
lente a G’ ya que G’ tiene k — 1 estados. Luego la expresion regular es equivalente a G
y se ha demostrado que el algoritmo funciona correctamente.

Con esto concluimos la demostracién del Enunciado 1, del Lema[ly, finalmente del
Teorema 4 O

Ejemplo 22. Construir la expresion regular que caracteriza el lenguaje aceptado por el siguien-
te AFD:

Paso 1:

Paso 2:

Paso 3:
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a(aa U b)*

alaaUb)*abUb
(baUa)(aaUb)*Ue

(ba U a)(aa Ub)*abU bb

Paso 4:

_,@ (a(aa U b)*ab U b)((ba U a)(aa U b)*ab U bb)*(ba U a)(aa Ub)* Ue) U alaa U b)* @

2.4. Lenguajes no regulares

Para comprender la potencia de cdlculo de un autémata finito hay que comprender
bien sus limitaciones. En esta seccién mostraremos como se puede probar que deter-
minados lenguajes no pueden ser reconocidos por un autémata finito.

Consideremos el lenguaje Lg = {0"1"|n > 0}. Si intentamos construir un AFD que
reconozca a L g, descubriremos que la maquina necesitard recordar el nimero de ceros
que ha leido previamente. Debido a que el nimero de ceros que puede leer en primer
lugar es ilimitado, la mdquina tendra que preveer un namero ilimitado de posibilida-
des. Esto queda fuera de una maquina con un ntmero finito de estados.

Ahora, presentaremos un método para probar que lenguajes como Lz no son re-
gulares. Podriamos pensar que el anterior argumento es suficiente para ello ya que
el nimero de ceros no estd limitado. Esto no es un argumento riguroso ya que la ne-
cesidad de necesitar cantidades no acotadas de memoria no va a ser suficiente para
ello. Puede serlo para L, pero existen otros lenguajes que parecen necesitar una can-
tidad ilimitada de memoria pero atin asi son regulares. Por ejemplo consideremos los
siguientes lenguajes sobre el alfabeto ¥ = {0, 1} :

Lo = {w|wtiene el mismo numero de 0's y 1's}

Lp = {w|wtiene el mismo numero de ocurrencias de 01 y 10 como subcadenas}

En una primera mirada ninguno de estos lenguajes parece ser regular. Como esperéba-
mos L¢ lo es, pero sorprendentemente L es regular ! Por lo tanto, nuestra intuicién
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puede, en algunas ocasiones, llevarnos a equivocacion. Esta es la razén por la que nece-
sitamos la ayuda de las demostraciones matematicas para asegurar los resultados. En
esta seccién mostraremos como probar que determinados lenguajes no son regulares

2.4.1. El Lema del Bombeo para Lenguajes Regulares

La técnica para probar no regularidad es consecuencia de un resultado acerca de
los lenguajes regulares, conocido con el nombre del Lema del Bombeo. Este teorema
nos dice que todos los lenguajes regulares tienen una propiedad especial. Si podemos
demostrar que un lenguaje no la posee, entonces podemos asegurar que dicho lenguaje
no es regular. La propiedad en cuestion es que todas las cadenas del lenguaje se pueden
bombear si tienen como minimo una determinada longitud llamada longitud de bom-
beo. Esta quiere decir que cada una de estas cadenas contiene una seccién que puede
ser repetida cualquier nimero de veces con el resultado de que la cadena resultante
siga perteneciendo al lenguaje.

Teorema 8 (Lema del Bombeo). Si A es un lenguaje regular, entonces existe un niimero p
(llamada longitud del bombeo) donde, si s es cualquier cadena de A de forma que |s| > p
entonces s puede dividirse en tres piezas, s = xyz que satifacen las condiciones siguientes:

1. para cadai > 0, zy'z € A,
2. ly[>0,y

3. |zy| < p.

1—veces
Nota 1. Recordar la notacion donde |s| denota la longitud de la cadena s, y' = m, ey’ =e.
Cuando s es dividida en xyz o bien x o bien z pueden ser e, pero la condicién 2 impone que
y # €. Observemos que sin dicha condicion el Teorema es cierto de forma trivial. La condicién 3
nos dice que las subcadenas x e y juntas han de tener longitud como mdximo de p. Esta es una
condicion extra de caracter técnico, que ocasionalmente puede resultar 1itil para demostrar que
ciertos tipos de lenguajes no son regulares.

Ejercicios propuestos

1. Considerar los siguientes diagramas de estado de la Figura Z9 para dos AFD M,
y M. Responder a las cuestiones siguientes:
a) ¢Cudl es el estado inicial de M;?
b) ¢Cual es el conjunto de estados de aceptacion para M;?
c) ¢Cual es el estado inicial de M,?

d) ;Cudl es el conjunto de estados de aceptacion para M,?
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Figura 2.9: Los AFD M, y M,.

e) ¢Qué sucesion de estados produce M, al procesar la cadena aabb?
f) ¢Acepta M, la cadena aabb?

Q) ¢Acepta M, la cadena vacia €?
2. Da la descripcion formal de los autématas M; y M, del ejercicio 1.

3. La descripcién formal de un AFD M es

M = ({QO7 q1, 42, 493, Q4}7 {ua d}7 57 q2, {q2})7

donde 0 viene descrito por la tabla siguiente:

u d
G | 90 G
qr | do 42
92 | 41 g3
qs | 42 d4
d4 | 43 44

Construye el diagrama de estados de este autémata.

4. Da los diagramas de estados de AFD que reconozcan los siguientes lenguajes. En
todos los casos el alfabeto es {0, 1}
a) {w|w empieza con 0y acaba con 1}.
b) {w|w contiene al menos 3 unos}.
¢) {w|w contiene la subcadena 0101}.

d) {w|w tiene al menos longitud 3 y el tercer simbolo es 0}.
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e) {w|w empieza con 0 y tiene longitud impar o empieza con 1 y tiene longitud par}.
f) {w|w no contiene la subcadena 110}.
Q) {w|w lalongitud de w es al menos 5}.
h) {w|w es cualquier cadena excepto 11y 111}.
i) {w|w cualquier posicion impar es un 1}.
j) {w|w contiene al menos dos 0’s y al menos un 1}.
k) {e,0}.
) {w|w contiene un numero par de 0's o exactamente dos 1’s}.
m) El conjunto vacio.
n) Todas las cadenas excepto la cadena vacia.
5. Construye los AFN con el nimero de estados que se especifican a continuacién y
que reconocen cada uno de los siguientes lenguajes.
a) {w|w acaba con 00} con tres estados.
b) Ellenguaje del Ejercicio 4c con cinco estados.
c) Ellenguaje del Ejercicio 41 con seis estados.
d) Ellenguaje {0} con dos estados.
e) Ellenguaje 071700 con tres estados.
f) Ellenguaje {¢} con un estado.
g) Ellenguaje 0* con un estado.
6. Usa la construccion empleada en el Teorema [l para construir los diagramas de
los AEN que reconocen la unién de los lenguajes descritos en:
a) Ejercicios 4a y 4b.
b) Ejercicios 4c y 4f.
7. Usa la construccién empleada en el Teorema [4 para construir los diagramas de
los AEN que reconocen la concatenacion de los lenguajes descritos en:
a) Ejercicios 4g vy 4i.
b) Ejercicios 4b y 4m.
8. Usa la construcciéon empleada en el Teorema ?? para construir los diagramas de
los AFN que reconocen la clausura de los lenguajes descritos en:
a) Ejercicio 4b.
b) Ejercicio 4j.
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c) Ejercicio 4m.

9. Demuestra que cualquier AFN puede transformarse en uno equivalente con un
tinico estado de aceptacion.

10.  a) Demuestra que si M es un AFD que reconoce un lenguaje B, intercambiando
los estados de aceptaciéon y no—-aceptacion en M obtenemos un nuevo AFD
que reconoce el lenguaje complementario de B, que es el conjunto ¥* \ B =
{w|w ¢ B}. Concluye que la clase de los lenguajes regulares es cerrada bajo
la operacién del complemento.

b) Prueba mediante un ejemplo que si M es un AFN que reconoce un lengua-
je C, intercambiando los estados de aceptacion y no aceptaciéon en M no
necesariamente obtenemos un nuevo AFN que reconoce el lenguaje com-
plementario de C. ;Podemos afirmar entonces que la clase de lenguajes que
reconocen los AFN’s es cerrada para la operacién del complemento. Explica
brevemente tu respuesta.

11. Da un contraejemplo para probar que la construccién siguiente falla para la de-
mostracion del Teorema ?? donde se afirma que la clase de los lenguajes regulares
es cerrada para la clausura. Supongamos que Ny = (Q1, %, 01, ¢1, F) reconoce A;.
Construye N = (@1, %, 6, ¢1, F') como sigue. Suponemos que N reconoce Aj.
a) Los estados de N son los mismos estados que los de V.
b) El estado inicial de N es el mismo estado inicial de /V;.

c) F' = {¢:} U F}. Los estados de aceptacién F' son los antiguos estados de
aceptacién maés el estado inicial.

d) Define ¢ de forma que para cualquier ¢ € () y cualquier a € ¥,

. 51(61,@) si q¢F100,7£€,
5@’“)—{ 5i(g,a)Ufa} si g€ Fiya=-e.

(Indicacién: Transforma esta construccién formal en un grafico.)

12. Emplea la construccién dada en la demostracién del Teorema B convierte los si-
guientes AFN en sus equivalentes AFD
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13. Encuentra las expresiones regulares que generan los lenguajes del ejercicio 4.

14. Emplea el procedimiento descrito en el Lema ?? para convertir las siguientes ex-

presiones regulares a un AFN.
a) (OU1)*000(0U 1)*.
b) (((00)*(11)) U 01)".
c) 0.

15. Para cada uno de los lenguajes siguientes, construye dos cadenas que formen
parte y dos que no formen parte del mismo. Suponer que el alfabeto es ¥ = {a, b}
en todos los casos.

a) a*b*.

b) a(ba)*b.

c) a*Ub*.

d) (aaa)*.

e) XaX bXraX”.
f) aba U bab.

Q) (eUa)b.
h) (aUba U bb)X*.

16. Emplear el procedimiento descrito en el Lema ?? para transformar los siguientes
autématas a expresiones regulares

a

17. Emplear el lema del bombeo para demostrar que los lenguajes siguientes no son
regulares.
a) A; ={0"1"2"|n > 0}.
b) Ay = {www|w € {a,b}*}.
¢) Az = {a*"|n > 0}.
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18. Describe el error en la siguiente demostraciéon de que 0*1* no es un lenguaje re-
gular. (Algtn error ha de existir ya que 0*1* es una expresion regular). La de-
mostracién es or reduccién al absurdo. Supongamos que 0*1* es regular. Sea p
la longitud de bombeo para 0*1*. Elijamos s = 0717. Conocemos que s estd en

0*1* pero conocemos que 0717 no se puede bombear. En consecuencia, 0*1* no es
regular.



Capitulo 3

Lenguajes Libres del Contexto

En este segundo capitulo nos ocuparemos de ampliar la clase lenguajes que son re-
conocidos por una mdquina tedrica. Para ello introduciremos, en primer lugar, las lla-
madas Gramaticas Libres del Contexto que permiten construir los llamados Lenguajes
Libres del Contexto. Este clase, mucha més amplia, incluira a los Lenguajes Regulares,
y probaremos la existencia lenguajes no regulares que son lenguajes libres del con-
texto. Para construir un mecanismo que procese a estos lenguajes, construiremos los
llamados Autématas a Pila y demostraremos que los lenguajes reconocidos por dichas
maquinas coinciden con los Lenguajes Libres del Contexto.

Finalmente, al igual que en capitulo anterior, construiremos un mecanismo para
determinar si un lenguaje dado no es libre del contexto.

3.1. Gramaticas Libres del Contexto

Una gramadtica libre del contexto, que podemos denotar por (1, se puede visualizar
mediante una serie de reglas gramaticales como las que mostramos a continuacién

A — 0A1
A— B
B — #.

Una gramadtica consiste en una colleccién de reglas gramaticales o de sustitucién,
también llamadas producciones Cada regla aparece como una linea en la gramati-
ca y comprende un simbolo y una cadena separadas por una flecha. El simbolo es
conocido como variable. La cadena estd compuesta por una serie de variables y otros
simbolos llamados terminales. Los simbolos que representan variables suelen ser le-
tras maytsculas. Los simbolos terminales son los andlogos al los simbolos del alfabeto
de entrada y se suelen representar mediante letras mintsculas, nimeros o simbolos
especiales. Una de las variables es designada como la variable de inicio. Usualmente
ocupa el primer lugar a la izquierda en la primera regla de sustitucién.

47
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Por ejemplo la gramdtica GG; poseé tres reglas de sustitucion, las variables A y B,
donde A es la variable de inicio. Los simbolos terminales son 0, 1 y #-.

Podemos emplear una gramatica para describir un lenguaje generando cada cadena
del mismo del modo siguiente:

1. Escribamos la variable de inicio que usualmente se encuentra el primer lugar a
la izquierda en la primera regla de sustitucién, excepto que se indique cualquier
otra cosa.

2. Encontrar una variable que previamente hallamos escrito y una regla que em-
pieze con dicha variable. Reemplazar la variable previamente escrita con la parte
derecha dicha regla . Por ejemplo en G escribimos la variable A, y elegimos la
regla A — 0A1 reemplazamos A por 0Al y obtenemos A — 00A1L.

3. Repetir el paso anterior hasta que no aparezcan variables.

Por ejemplo la gramética G; genera la cadena 000#111. La sucesién de sustitucio-
nes para obtener una cadena se le llama una derivacién. Una derivacién de la cadena
000#111 en la gramatica G es

A= 0A1 = 00A11 = 000A111 = 000B111 = 000#111.

Todas las cadenas generadas de esta forma constituyen el lenguaje de una gramati-
ca. Denotaremos por L(G) al lenguaje generado por la gramadtica G . Trabajando sobre
la gramatica G; podemos demostrar que L(G;) = {0"#1"|n > 0}. Cualquier lengua-
je que puede ser generado por una gramatica libre del contexto se le llama Lengua-
je Libre del Contexto Por conveniencia cuando presentemos una gramatica libre del
contexto simplificaremos la presentacion de las reglas que tengan la misma variable
en el lado izquierdo, como por ejemplo A — 0A1 y A — B las escribiremos como

“"_ 7

A — 0A1|B, empleando el simbolo “|” como “0”.

3.1.1. Definiciciéon formal de una Gramatica Libre del Contexto
Formalicemos la definicién de gramatica libre del contexto GLC.

Definicién 5. Una Gramadtica Libre del Contexto es una 4—upla G = (V, %, R, S) donde
1. V es un conjunto finitos llamado cuyos elementos son llamados variables.

2. ¥ es un conjunto finito, disjunto de V, cuyos elementos son llamados simbolos termi-
nales.

3. R es un conjunto finito de reglas gramaticales o producciones, cada una de ellas
estd compuesta por una variable o por una cadena de variables y simbolos terminales.

4. S €V esel simbolo inicial.
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Siu, vy w son cadenas de variables y terminales, y A — w es una regla gramatical,
diremos que uAv deriva uwv, y escribiremos uAv = wwv. Escribiremos v =" vsiu = v
o si existe una sucesion finita uy, us, . .., u; para k > 1 de forma que

U= U = Uy = - = U = V.

El lenguaje generado por la gramdtica G y que denotaremos por L(G), viene definido
del modo siguiente L(G) = {w € ¥*|S =* w}.

3.1.2. Gramaticas sin simbolos inttiles

Diremos que un simbolo A es ftil para la gramatica G = (V, X, R, 5) is existe una
derivacién de la forma S =* uAv =* w € ¥*, lo que nos asegura que w forma parte
del lenguaje generado por la gramética. A los simbolos que no son ttiles les denomi-
naremos simbolos inftiles.

Diremos que A es un simbolo generador si A =* w para alguna cadena w € ¥*.
Cualquier simbolo terminal, es decir de X, es entonces un simbolo generador.

Diremos que A es un simbolo accesible si existe una derivacion del tipo S =* uAv.

Consideremos la gramatica G = ({5, 4, B}, {a, b}, R, S) donde el conjunto de reglas
gramaticales R viene determinado por

S — ABla
A—b.

Notese que la variable B no es un simbolo generador. En consecuencia, prodriamos
eliminar la produccién S — AB, con lo que las reglas gramaticales se verian reducidas

a
S —a

A —b.

Como A no es un simbolo accesible, podemos eliminar la produccién A — b. En conse-
cuencia la gramatica GG reduce sus reglas a una tinica produccién

S —a.
Veamos como calcular tanto los simbolos no generadores como los simbolos no
accesibles.
Cémputo de los simbolos no generadores
Paso 1 Cualquier simbolo de X es de forma obvia un generador.

Paso Inductivo Supongamos que tenemos una produccién A — a siendo a un genera-
dor entonces A es generador. Esta regla incluye el caso a = ¢; todas las variables
que producen a la palabra vacia son generadoras.

Los simbolos que no aparezcan en la lista asi obtenida seran los simbolos no generado-
res.
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Cémputo de los simbolos no accesibles
Paso 1 S es un simbolo accesible.

Paso Inductivo Supongamos que conocemos que A es accesible, si A — uBv, entonces
u, By v son accesibles.

Los simbolos que no aparezcan en la lista asi obtenida seran los simbolos no accesibles.

Teorema9. Sea G = (V, X, R, S) una gramdtica libre del contexto de forma que el lenguaje que
genera es distinto del lenguaje (). Sea G, = (V1, X1, Ry, S) la gramitica obtenida eliminando
primero los simbolos no generadores y después los simbolos no accesibles. Entonces GG, no tiene
simbolos intitiles y genera el mismo lenguaje que la gramitica G, esto es, L(G) = L(G).

Demostracion. Ver Teorema 7.2 en [{]] 0

En virtud del anterior resultado podemos suponer partir de ahora que todas las
gramaticas libres del contexto no poseeran simbolos intitiles, ya que en caso contrario
empleariamos el anterior argumento.

3.1.3. Diseiio de Gramaticas Libres del Contexto

Las técnicas que presentaremos a continuaciéon pueden ser ttiles empleadas aisla-
damente 0 en conjuncién cuando nos enfrentemos al problema de construir una GLC.

En primer lugar muchas GLC son la unién de GLC mas simples. Si deseamos cons-
truir una GLC para un Lenguaje Libre del Contexto LLC desmenbremos la original en
piezas mas pequefias que podamos caracterizar. Estas gramaticas individuales pueden
facilmente combinarse anadiendo una nueva regla del tipo S — 51|5] - - - | Sk, donde
las variables Si, Ss, . .., S son las variables iniciales para las gramaticas individuales.
Resolver muchos problemas simples es mejor que resolver un problema més compli-
cado.

Por ejemplo para construir la gramaética del lenguaje

{0"1"n > 0} U {1"0"|n > 0},

construyamos la gramética

Sl — 0S11‘€
para el lenguaje

{0"1"|n > 0},
y la gramatica

SQ — 1SQO|€
para el lenguaje

{1"0"|n > 0}.
Finalmente, afiadimos la regla

S — Sl|52
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para dar la gramatica
S — Sl|52
Sl — 0511|€
Sy — 1550]e

En segundo lugar, construir una GLC para un lenguaje que parece regular es facil
si previamente se puede construir un AFD para dicho lenguaje. Se puede convertir el
AFD en la GLC como sigue: Tomar la variable R; para cada estado ¢;. Anadir la regla
R; — aR; ala GLCsi6(g;, a) = ¢; es una transicion del AFD. Afadir la la regla R, — ¢
si ¢; es un estado de aceptaciéon del AFD. Tomar R, como variable de inicio, donde ¢, es
el estado inicial del AFD. Verificar finalmente que la GLC resultante genera el mismo
lenguaje que el que el AFD reconoce o acepta.

En tercer lugar, ciertos LLC contienen cadenas con dos subcadenas que estdn unidas
en el sentido que una maquina que reconozca dicho lenguaje necesite recordar una
cantidad no acotada de informacién acerca de una de estas subcadenas. Esta situacion
se da en el lenguaje {0"1"|n > 0} debido a que la mdquina necesita recordar el niimero
de ceros para verificar que necesita el mismo nimero de unos. Se puede construir
entonces una GLC empleando una regla del tipo R — uRv, que genera cadenas cuya
porcién de u’s corresponde a la porcién correspondiente de v’s.

Finalmente, para lenguajes més complejos, las cadenas pueden contener ciertas es-
tructuras que aparecen recursivamente como parte de otras (o de las mismas) estruc-
turas. Esta situacion ocurre en el ejemplo siguiente:

Consideremos la gramética G» = (V, £, R, (EXPR)). Donde

E = {a7+7 X’ (’)}
V ={(EXPR),(TERM),(FACTOR)}
y las reglas son

(EXPR) — (EXPR) 4+ (TERM)|(TERM)
(TERM) — (TERM) x (FACTOR)|(FACTOR)
(FACTOR) — ((EXPR))|a.

Esta gramética genera cadenas del tipo a + a x a y (a + a) x a. Nétese que el stmbolo a
aparece siempre al igual que una expresioén entre paréntesis de forma recursiva debido
a que

(FACTOR) = ((EXPR)) = ((TERM)) = ((FACTOR)) = (((EXPR))).

3.1.4. Ambiguedad en las Gramaticas

3.1.5. LaForma Normal de Chomsky

Definicién 6. Una gramitica libre del contexto se encuentra escrita en Forma Normal de
Chomsky si cualquier regla es del tipo

A — BC

A—a



CAPITULO 3. LENGUAJES LIBRES DEL CONTEXTO & ceu

donde a es cualquier simbolo terminal y A, B, C' son variables, con la excepcion de que ni B
ni C pueden ser el simbolo inicial. Ademds, afiadiremos la posibilidad de que aparezca la regla
S — ¢, donde S es el simbolo inicial.

Teorema 10. Cualquier lenguaje libre del contexto estd generado por una gramdtica libre del
contexto escrita en la Forma Normal de Chomsky.

IDEA DE LA DEMOSTRACION. Vamos a dar las pautas para escribir cualquier gramati-
ca G en la forma normal de Chomsky. La conversion tiene diferentes pasos en donde
las reglas que violan las condiciones van a ser sucesivamente reemplazadas por otras
equivalentes y que satifacen los requerimientos de la forma normal de Chomsky. En
primer lugar, afiadiremos un nuevo simbolo inicial. Entonces, eliminaremos todas las
reglas ¢ de la forma A — . También, eliminaremos todas las reglas unitarias de la for-
ma A — B. En ambos casos la gramética serd parcheada para asegurarnos de que sigue
reconociendo el mismo lenguaje. Finalmente, reconvertiremos las restantes reglas a la
forma adecuada. O

Demostracion. En primer lugar, afiadiremos un nuevo simbolo inicial .S; y la regla
So — S, donde S es el antiguo simbolo inicial. Este cimbio nos garantiza que el simbolo
inicial no aparezca en el lado izquierdo de una regla gramatical.

En segundo lugar nos ocuparemos de las reglas ¢. Eliminaremos cualquier regla del
tipo A — ¢, donde A no sea el simbolo inicial. Entonces, para cada ocurrencia de un
A en el lado derecho de una regla, afladiremos una nueva regla en donde este simbolo
desaparece. En otras palabras si R — uAv es una regla donde u y v son cadenas de
variables y terminales, afiadiremos entonces R — wv. Esto lo realizaremos para cada
ocurrencia de un A, en consecuencia la regla R — uwAvAw nos producira el afiadir R —
uAvw, R — wwAwy R — uvw. Si tenemos la regla R — A afladiremos R — ¢, excepto
si ha sido previamente eliminada. Repetiremos todas estas reglas hasta asegurarnos
que se han eliminado todas las reglas «.

En tercer lugar, eliminaremos todas las reglas unitarias. Eliminaremos A — B, en-
tonces cuando aparezca una regla del tipo B — u afiadiremos A — u excepto si esto
ya fue realizado al eliminar una regla unitaria anterior. Al igual que antes u es una
cadena de variables y terminales. Repetiremos todos estos pasos hasta eliminar todas
las reglas unitarias.

Finalmente, convertiremos todas las restantes reglas a la forma adecuada. Reem-
plazaremos cada regla A — ujus - - - u;, donde k& > 3y cada u; es una variable o simbolo
terminal con las reglas A — w1 A1, Ay — wAs, Ay — uzAs, ..., Ay_o — up_1uy. Las
A;’s son nuevas variables. Si k > 2, reemplazaremos cualquier simbolo terminal u; en
la regla precedente con una nueva variable U; con una nueva variable U; y afiadiremos
la regla U; — w;.

0
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3.2. Automatas a Pila

En esta seccién introduciremos un nuevo tipo de modelo de computacién llama-
do autémata a pila. Este autémata es del tipo de un AFN con un componente extra
llamado pila.

Un autémata a pila, AP a partir de ahora, puede escribir simbolos en la pila y leer-
los maés tarde. al escribir un simbolo nuevo, los simbolos anteriores se desplazan, por
asi decirlo, hacia abajo. Estos también pueden ser borrados o eliminados de la pila,
ademads, cabe destacar que todos los accesos a la pila, tanto de lectura como de escri-
tura, se hacen exclusivamente en la parte superior de la pila. Si escribimos una cierta
informacioén en la pila, y mas adelante necesitamos acceder a ella debemos eliminar
toda la informacién por encima de ella para poder acceder a la misma.

Como apuntamos anteriormente, los AP pueden ser no deterministas. Esta pro-
piedad es crucial, ya que en contraste con la situacién de los automatas finitos, el no
determinismo afiade potencia a la capacidad de computo a este tipo de maquinas.

3.2.1. Definicion formal de un Autémata a Pila

La definicién formal del autémata a pila coincide con la de un autémata finito,
excepto por la apracicién de la pila. La pila es un mecanismo que almacena simbolos
de un alfabeto dado. La méquina puede emplear diferentes alfabetos para sus entradas
o “inputs” y los elementos de la pila. En consecuencia, especificaremos dos alfabetos,
el alfabeto de las cadenas de entrada ¥ y el alfabeto de pila I'.

El eje central de cualquier autémata reside en la definicién de su funcién de tran-
sicion. Recordemos que ¥. = ¥ U {¢} y I'. = I' U {¢}. El dominio de la funcién de
transicion es (Q x X, x I'.. En consecuencia, el estado actual mas el simbolo de entra-
da que leemos mas el simbolo de pila que tengamos en la parte superior de la pila
determinaran el siguiente movimiento de un autémata a pila.

Para el rango de la funcién de transicion necesitaremos considerar las necesidades
del autémata a realizar cuando se encuentra en este tipo de situacién. Este podria en-
trar en un nuevo estado y escribir un nuevo simbolo en la parte superior de la pila. La
funcién ¢ podria indicar esta accién devolviendo un elemento de () junto con un ele-
mento de I',, esto es, un elemento de ) xI',.. Juntando todos estos elementos obtenemos
qued: @ x 3. xI'. — @Q xT..

Definicién 7. Un autémata a pila es una 6—upla M = (Q, %, 1,6, qo, F), donde Q, 3, 1", F
son todos conjuntos finitos, y

1. Q es el conjunto de estados,
2. Y es el alfabeto de entrada,
3. T es el alfabeto de pila,

4. 6:Q xX. xI'. — Q x I'. es la funcion de transicion,
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5. qo € Q es el estado inicial,
6. F' C @ es el conjunto de estados de aceptacion.

Un autémata a pila M = (Q, %, T, 6, qo, F') computa como sigue. Supongamos que
la cadena de entrada es w = wjw; - - - w,, donde cada w; € 3. y que existen una suce-
sion de estados ry,71,...1, € @) y de cadenas sy, s ...,s, € I'" que cumplen las tres
condiciones siguientes:

1. ro = qo y so = €. Esta condicién significa que M comienza adecuadamente en el
estado inicial y la pila vacia.

2. Parai=0,1,...,m—1tenemos (r;;1,b) € §(r;, w;y1,a),donde s; = az y s;41 = bz
paraa,b € I'. y z € I'*. Esta condicién enuncia que M se mueve adecuadamente
de acuerdo el estado, la pila y el siguiente simbolo de entrada.

3. r, € F. Esta condicién nos dice que nos encontramos en un estado de aceptacion
cuando llegamos al simbolo final de la cadena de entrada.

Podemos emplear también un diagrama de estado para describir un AP. Escribi-
remos a,b — c para indicar que el autémata estd leyendo un simbolo a y que puede
reemplazar el simbolo b en la parte superior de la pila por el simbolo c. Cualquiera
de los tres simbolos a, b o c pueden ser la palabra vacia <. Si a es ¢, la maquina puede
tomar esta transicion sin necesidad de leer el simbolo de entrada. Si b es €, la maquina
puede tomar esta transicion sin necesidad de leer o reemplazar cualquier simbolo en
la pila. Si c es €, la maquina no puede escribir cualquier simbolo en la pila a lo largo de
la transicion.

3.2.2. Equivalencia con las Gramaticas Libres del Contexto

Teorema 11. Un lenguaje es libre del contexto si y solo si es aceptado o reconocido por un
autémata a pila.

Lema 3. Si un lenguaje es libre del contexto, entonces es reconocido o aceptado por un autémata
a pila.

IDEA DE LA DEMOSTRACION. Sea L = L(G) un lenguaje libre del contexto, donde
G es una gramatica libre del contexto. Tenemos que construir un AP P de forma que
L(P) = L.

El AP P que vamos a describir trabaja aceptando una cadena w generada por la
gramatica G, a partir de la derivacién de la misma. Recordemos que una derivacion
es una secuencia de sustituciones realizadas a partir de las reglas de la misma, y que
permiten generar una cadena. Cada paso de la derivacién nos proporciona una cadena
intermedia de variables y terminales. Vamos a construir P para determinar cuando
una serie de sustituciones empleando las reglas de G puede llevarnos de la variable
inicial a la cadena w.
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Una de las dificultades en la comprobacién de cuando hay una derivacién que per-
mita determinar si una cadena esta generada o no por la gramética G’ El no determinis-
mo de un AP nos va a permitir detectar las sustituciones correctas son posibles. En cada
paso de la derivacién una de las reglas para una variable particular sera seleccionada
de forma no determinista, y empleada para sustituir a la misma.

El AP P comenzard a trabajar escribiendo la variable inicial en la pila. Llevara a
cabo una serie pasos a través de una serie de cadenas intermedias, realizando una
sustitucién tras otra. De manera eventual pudiera llegar a una cadena que contenga
solo simbolos terminales, lo que nos llevaria a poder afirmar que la cadena puede ser
derivada por la gramatica. Entonces, P aceptard dicha cadena si es idéntica a la cadena
que ha recibido como flujo de entrada.

La implementacién de esta estrategia en un AP requiere una idea adicional. Ne-
cesitamos ver como el AP almacena cadenas intermedias y va de una a otra. Para ello
podriamos emplear la pila para almacenar cada cadena intermedia. Esta estrategia pre-
senta un problema adicional ya que el AP necesita buscar las variables en las cadenas
intermedias para poder realizar las sustituciones. Recordemos que el AP solo puede
acceder al simbolo que se encuentra en la parte superior de la pila y que puede ser
tanto una variable como un simbolo terminal. La forma de sortear este problema es el
de poner unicamente parte de la cadena intermedia en la pila: los simbolos que comie-
zan con la primera variable en la cadena intermedia. Cualquier simbolo terminal que
aparezca antes de la primera variable es sustituido inmediatamente con los simbolos
de la cadena del flujo de entrada.

Podemos describir el AP P de manera informal como sigue:

1. Ponemos el simbolo de pila $ y la variable de inicio S en la pila.

2. Repetir los siguientes pasos:

a) Si en la parte superior de la pila tenemos una variable A, seleccionar de
forma no determinista una de las reglas de A y sustituir por la cadena que
se encuentra en el lado derecho de la regla.

b) Si en la parte superior tenemos un simbolo terminal a leemos el simbolo
siguiente de la cadena del flujo entrada y lo comparamos con a, si coinciden
seguimos, en caso contrario rechazamos esta rama no determinista.

c) Sien la parte superior de la pila estd el simbolo $, entramos en el estado de
aceptacion, y, de forma evidente, aceptamos la cadena de entrada.

O

Demostraciéon. Vamos ahora a dar la demostracién formal del Lema B Para ello va-

mos a construir el AP P = (Q,%,T',6, ¢, F'). Vamos a introducir una notacién simpli-

ficada para declarar la funcién de transicion. Esta misma nos permitira escribir una
cadena entera en la pila en un tinico paso de la maquina.
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Sean p y r estados del AP, sea a de X. y s € I'.. Deseamos escribir la cadena u =
w1 - - - u en la pila al mismo tiempo. Podemos implementar esta accién introduciendo

nuevos estados ¢i, ¢q, . . ., ¢—1 y afiadir las transiciones siguientes:
5(q7a7 S) ) {<Q17ul)}
5(q17575> = {(Q27u171)}

0(q2, €, ) = {(Q3>U1—2)}

o(qi-1,¢,¢€) . {(r,u)}.

Emplearemos la notacién (r,u) € 6(q, a, s) para decir que cuando el autémata estd en
el estado ¢ y s es el simbolo que estd en la parte superior de la pila el AP puede leer el
simbolo a borrar s poner la cadena u en el pila e ir al estado r. La Figura B.J muestra
esta implementacion mediante un diagrama de estado.

Los estados de P son Q) = {Gstart, Gioop: Gaccept } U E, donde E es el conjunto de estados
necesarios para implementar la simplificacién antes comentada. El estado inicial es
start Y €] tnico estado de aceptacion gaceept -

La funcién de transicién se define como sigue. Empezamos inicializando la pila con
los simbolos $ y S, es decir implementado el punto 1. de la descripcién informal:

5(qstart7 &, 6) = {QIoopa S$}

Entonces ponenos todas nuestras transiciones en el paso 2, de nuestra descripcién in-
formal.
Para el caso (a) en el que en la parte superior de la pila contiene una variable. Sea

I Qroops €, A) = {(Qro0p, )| A — w es una regla}.

Finalmente, en el caso (c) cuando el simbolo de final de pila § estd en la parte su-
perior de la misma:

6(q100p7 g, $) == {(Qaccepta 5)}

El diagrama de estado es como el que muestra la Figura
0J

Lema 4. Si un lenguaje es aceptado o reconocido por un autémata a pila entonces es un lenguaje
libre del contexto.

IDEA DE LA DEMOSTRACION. Ahora, tenemos un AP P y deseamos construir una
GLC G que genere todas las cadenas que acepte P. En otras palabras, G debe poder
generar una cadena si esta cadena hace que el AP se mueva del estado inicial al estado
de aceptacion.

Para poder llevar a cabo esta tarea, disefiaremos una gramatica que hace algo mas.
Para cada par de estados p y ¢ en P tendremos en la gramdtica una variable A4,, Esta
variable va a generar todas las cadenas tome P desde p con la pila vacia hasta ¢ con la
pila vacia. Observesé que estas cadenas nos llevaran de p a ¢ sin mirar los contenidos
delapilaenpyg.

Para simplificar nuestra tarea modificaremos P levemente del modo siguiente:
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1. Tendra un tnico estado de aceptacion gaccept -
2. Este vacia la pila una vez que es aceptado.

3. Cada transicién o bien pone un simbolo en la pila o bien borra un simbolo pero
no realiza ambos movimientos al mismo tiempo.

Establecer 1 y 2 es sencillo. Para el caso 3, necesitamos reemplazar cada transicién
que pone y borra en la pila al mismo tiempo por dos transiciones que nos lleven al
nuevo estado.

Para disefiar G de forma que A,, genere todas las cadenas de P que llevan p a g
comenzando y acabando con la pila vacia, debemos comprender como opera P sobre
estas cadenas. Para cualquiera de estas cadenas z, P se movera primero sobre x escri-
biendo en la pila, ya que cualquier movimiento o bien escribe o bien borra y P no puede
borrar en una pila vacifa. De forma similar el Gltimo movimiento sobre z serd borrar,
ya que la pila tiene que terminar vacia.

Dos posibilidades pueden ocurrir mientras P procesa a x. O bien el simbolo es bo-
rrado al final es el simbolo que fue escrito al principio o no. Si fuese asi pila estaria
vacia al principio y al final del proceso de = por P En caso contrario, el simbolo inicial-
mente escrito deberd ser borrado en algtin punto antes de que finalice el proceso de z,
y en consecuencia la pila estard vacia a partir de este punto. Simularemos esta tltima
posibilidad con la regla

Apy — aA,b,

donde a es el simbolo del flujo de entrada leido en el primer movimiento, b es el simbo-
lo leido en el dltimo movimiento, 7 es el estado siguiente a p y s el estado que precede
a q. Podemos simular esta tltima posibilidad con la regla

Apg = AprAsg,

donde r es el estado en el que la pila queda vacia. O

Demostracién. Supongamos que P = (Q, X, I, 9, o, {Gaccept } ) Y cOnstruyamos la gramati-
ca G. Las variables de G son {A4,,|p, ¢ € Q}. La variable de inicio es A Describa-
mos las reglas de G :

q0,9accept *

» Para cada p,q.7,s € Q,t € I', ya,b € X, si 6(p,a,c) contiene (r,t) y 6(s,b,t)
contiene (g, ) afladamos la regla Apq — aA,ba G.

= Para cadap,q,r € (), ahadamos laregla A, , — A, A, aG.

= Finalmente, para cada p € () afladamos laregla A,, — ca G.

Ahora demostraremos que esta construccion funciona demostrando que x esta ge-
nerado por A,, siy solo si  puede ir en P del estado p al estado ¢ con la pila vacia.
Consideraremos cada una de estas dos implicaciones por separado.
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Enunciado 2. Si x es generada por A,,, entonces x puede ir en P desde p hasta q con la pila
vacia

Demostraremos este primer enunciado por induccién sobre el nimero de pasos en
la derivacién de z empleando A,,.

Base: La derivacién tiene un paso

Una derivacién con un tnico paso tiene que emplear una regla cuya parte derecha no
contenga variables. Las tnicas reglas de G que no tienen reglas en la parte derecha son
A,, — ¢. Claramente, la entrada ¢ lleva p con la pila vacia a p con la pila vacia.

Paso inductivo: Supongamos el enunciado cierto para derivaciones de longitud me-
nores o iguales a k, con k > 1, y probemos que es cierto para derivaciones de
longitud k£ + 1.

Supongamos que A,, = x con k + 1 pasos. El primer paso en esta derivacion es o
bien A,, = aA,sbo Ay, = A, Ay, Vamos a tratar estos dos casos por separado

En el primer caso, consideremos la porcién y de = que genera A,, por lo tanto
x = ayb. Como A,, =" y tiene menos de k pasos la hipétesis de induccién nos dice que
P puede ir de 7 con la pila vacia a s con la pila vacia. Como A,, — aA,b es una regla
de G, 6(p, a, <) contiene a (r,t) y d(s, b, t) contiene a (g, ). Luego, si P empieza en p con
la pila vacia después de leer el simbolo a puede ir al estado r y escribir ¢ en la pila.
Entonces, leyendo la cadena y podemos ir a s y dejar ¢ en la pila. Entonces,después de
leer b puede ir al estado ¢ y borrar a ¢ de la pila. En consecuencia, x nos lleva de p con
la pila vacia a ¢ con la pila vacia.

En el segundo caso, consideremos las porciones de y y z de x que generan A, y 4,,
respectivamente, es decir, v = yz. Como A,, = y en menos de k pasos y A,; =" z en
menos de k pasos, la hipétesis de inducciéon nos dice que y puede ir de p con la pila
vacia a r con la pila vacia y z puede ir de r a ¢ ambos con la pila vacia. Luego x nos
permite ir de p a ¢ con la pila vacia en ambos casos. Esto completa el paso inductivo.

Enunciado 3. Si x puede ir en P desde p hasta q con la pila vacia, entonces x es generado Ay,.

Demostraremos este enunciado por induccién sobre el ntimero de pasos necesarios
para ir de p a ¢ con la pila vacia sobre un flujo de entrada x.

Base: La derivacion tiene 0 pasos

Si la derivacion tiene 0 pasos, empieza y acaba en el mismo estado, digamos p. Por lo
que deberemos demostrar que 4,,

Rightarrowx. En 0 pasos, P solo tiene tiempo de leer la cadena vacia, luego x = . Por
construccion, G contiene la regla A,,, — ¢, luego esto prueba la base.

Paso inductivo: Supongamos el enunciado cierto para derivaciones de longitud me-
nores o iguales a k, con k > 1, y probemos que es cierto para derivaciones de
longitud & + 1.
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Supongamos que cuando P procesa x vamos de p a ¢ con la pila vacia en £ + 1 pasos.
O bien la pila esté vacia al comienzo y al final de este proceso o bien esta vacia todo el
tiempo.

En el primer caso, el simbolo que es escrito al primer movimiento tiene que ser el
mismo que es borrado en el tltimo de ellos. Llamemos ¢ a este simbolo. Sea a el primer
simbolo del flujo de entrada, b el dltimo simbolo leido, r el estado después del primer
movimiento y s el estado anterior al dltimo movimiento. Entonces d(p, a, ) contiene
(r,t) 6(s,b,t) contiene (g, <), por lo tanto la regla A, , — aA, ;b estd en G.

Sea y la porcién de = entre a y b, es decir x = ayb. La entrada y va de r a s sin
necesidad de tocar el simbolo ¢ que estd en la pila y por lo tanto podemos ir entre s y r
a pila vacia con la entrada y. Como se han eliminado el primer y el tltimo paso de los
k+ 1 posibles, nuestra derivacion tiene k£ — 1 pasos. Por lo que la hipétesis de induccion
nos asegura que A, , =" y. Luego A,, =" z.

En el segundo caso, sea r el estado donde la pila comienza a estar vacia diferente
del principio o final del proceso de = por P. Entonces las porciones del proceso de p
aryderaqcada una de ellas tiene una longitud menor de % pasos. Digamos que
y es la porcion leida en primer lugar y z la leida en segundo lugar. La hipétesis de
induccién nos dice que A, =* yy A4, =" z. Como laregla A,, — A, A, estd en G,
se cumple que A,, =* = y la demostracién estd completa. Esto prueba el LemaHy en
consecuencia el Teorema [Tl O

Como cualquier AFD es una AP que pasa entre estados con la pila vacia, se tiene el
siguiente corolario.

Corolario 2. Cualquier lenguaje reqular es libre del contexto

3.3. Lenguajes No Libres del Contexto

3.3.1. El Lema del bombeo para Lenguajes Libres del Contexto

Teorema 12 (Lema del Bombeo para Lenguajes Libres del Contexto). Si A es un lenguaje
libre del contexto, entonces existe un niimero p (la longitud de bombeo) donde si s es una cadena
cualquiera con |s| > p, entonces s puede dividirse en 5 subcadenas s = wvxyz que satisfacen
las condiciones siguientes:

1. Paracadai > 0, uwv'zy'z € A,
2. lvy| >0y

3. Joryl < p.
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Ejemplo: Un autémata a pila

Consideremos el lenguaje {0"1"|n > 0}. Entonces el siguiente AP reconoce este len-
guaje.

Q ={q1, 92,493, 94},

¥ ={0,1},

I'=40,$%},

F= {Q17 Q4}7 y

0 viene determinada por la tabla siguiente:

Input:
Pila: 0
a1
42 {(gs,€)}
a3 {(a3,€)}

q4

También lo podemos representar mediante el diagrama de estado siguiente:

0,e — 0
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Figura 3.1: Implementacién de (7, zyz) € (g, a, s).

( (start )

g,e— S$
e, A—w paralaregla A — w
@ .
a,a — € para a terminal
% —e

( Qaccept )

Figura 3.2: Diagrama de estado para P.
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Ejemplo del procedimiento descrito en el Lema[3l

Construyamos un AP P; a partir de la siguiente GLC G

S — aTb|b
T — Tale

En el paso 1. establecemos ¢,6 — S$. En el paso 2 (a) establecemos a partir de
las reglas S — by S — ¢ establecemos en primer lugar ¢,5 — by e T —
e. En segundo lugar de las reglas S — aTb y T — Ta tenemos que emplear
el mecanismo que nos permite introducir una cadena entera en la pila. Esto nos
produce para el primer caso dos estados nuevos y las transiciones €,S — b,
g,e — T yee — a. En el segundo un estado nuevo y las transiciones ¢,7 —
ay e,e — T. Finalmente, 2(c) nos da las transiciones para los simbolos termi-
nales a y b a,a — €y b,b — ¢. El siguiente grafico reproduce esta situacion:

( Jstart )

g,e — S$

G

e,$—¢

( Qaccept )

e S —b
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