Optimizacion Matematica

Sesion 1

Organizacion de la asignatura

1. FUNDAMENTOS DE OPTIMIZACION.

2. PROGRAMACION CUADRATRICA.

3. PROGRAMACION CONVEXA.

4. OPTIMIZACION SIN RESTRICCIONES: APLICACIONES.

5. OPTIMIZACION CON RESTRICCIONES DE IGUALDAD: APLI-
CACIONES.

6. OPTIMIZACION CON RESTRICCIONES DE DESIGUALDAD: APLI-
CACIONES.

7. PROGRAMACION LINEAL. METODO DEL SIMPLEX.
8. INTRODUCCION ECUACIONES DIFERENCIALES.
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Método de evaluacion

= Participacion en clase de teoria y realizacién de pequenas cuestiones
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Ejercicios propuestos en clases practicas 15 %

Trabajo sobre caso practico 15 %

Examen Parcial 15 %

Examen final (cuestiones tedricas y problemas cortos) 25 %

Examen final (problemas aplicados) 25 %



Motivacion de la asignatura

1. Consideremos tres factorias de papel cada una de las cuales vierte al
rio arsénico y mercurio. Si en la factoria 1, el coste de procesado de
una tonelada de papel por valor de 1450 euros reduce la candidad de
arsénico a 0.1 por tonelada y la de mercurio a 0.32 por tonelada. Para
la factoria 2 los ntmeros son de 1210 euros y 0.15 por tonelada de
arsénico y 0.2 por tonelada de mercurio. Para la factoria 3, 2200 euros
y 0.3 por tonelada de arsénico y 0.3 por tonelada de mercurio. La
regulacién estipula qque el arsénico necesita reducirse por debajo de las
200 toneladas y el mercurio por debajo de las 300 toneladas. Plantea el
problema que conteste a la siguiente pregunta. ;Como podemos cumplir
la norma a un coste minimo?

2. Para una factoria que fabrica camiones y automéviles, cada vehiculo
pasa por un modulo de ensamblado y otro de pintura. Si el médulo
de pintura se dedica exclusivamente a la fabricacién de automdéviles, se
pueden terminar 500 automoviles diarios. Por otro lado, si se dedica
exclusivamente al pintado de camiones, 400 de ellos puedes ser termi-
nados. Para el ensamblado los nimeros son de 80 automoviles y 65
camiones diarios. De cada automévil se obtiene un beneficio de 1300
euros y de cada camién 1500 euros. Plantea el problema que conteste
a la siguiente pregunta. ;Cudntos camiones y coches deberia producir
la factoria para maximizar el beneficio?

Fundamentos de Optimizacion

Contenidos

Funciones de varias variables. Derivadas parciales. Aplicaciones e inter-
pretacién. Gradiente. Condicién necesaria de primer orden de extremo local.

Motivacion

Cuestién: ;Podemos producir en cada una de las factorias de papel las
cantidades necesarias para cumplir exactamente la regulacién?
Solucion: Necesitamos resolver:

0,10z, + 0,1522 + 0,30z5 = 200
0,22z1 + 0,20z2 + 0,30z5 = 300.



es decir
x1
0,10 0,15 0,30 - ~( 200
0,22 0,20 0,30 21 7\ 300
T3
que de forma simplificada podemos escribir
Ax = b.

El sistema tiene infinitas soluciones ya que hay més incégnitas que ecuaciones.
La pregunta es: ;Como podemos calcular de forma justificada un
valor para cada una de las incégnitas?

Observar que tenemos dos posiciones en el plano

200 0,102, + 0,155 + 0,302
300 ) ¥\ 0,222, + 0,202y + 0,305

Problema: Calcular los valores z1, x5 v 3 que hacen que la distancia entre
los puntos del plano

200 0,10z, + 0,1525 + 0,303
300 0,2221 + 0,20z + 0,303

sea la minima posible?
Recordemos que

» distancia(u, v) = [[u — v||.

e En el plano

| (w1, u2) — (vi, v2)|| = [[(ur — vi,u2 — o) = \/(Ul —v1)? + (ug — vg)?
e En el espacio

H(U17U2,U3) - (U1,U2,U3)H = H(U1 — U1, Uz — V2,U3 — U3)H

= \/(Ul — U1)2 + (UQ — ’02)2 + (U3 — '03)2

Para evitar las raices cuadradas se emplea el cuadrado de la distancia:
= distancia(u, v)? = |ju — v||%.
e En el plano

| (w1, ug) — (v1,v2)|| = [[(u1 — v1,u9 — Uz)||2 = (ug — U1)2 + (ug — 02)2



e En el espacio
H(U1>U2,U3) - (U1702,’U3)H2 = H(U1 — U1,Ug — V2,U3 — US)H2
= (u1 —v1)” + (up — v2)* + (ug — v3)?

Entonces

distancia 0,1021 + 0,1525 + 0,303 200 2
0,2271 + 0,202 + 0,3025 ) >\ 300

{0,102 +0,1525 + 0,303 \ (200
— I\ 0,2221 + 0,20z + 0,302 300

- 0,10z¢ + 0,15x2 + 0,30z5 — 200
N 0,2221 + 0,20x2 + 0,3023 — 300

— (0,102, + 0,1525 4 0,3025 — 200) 4 (0,2221 4 0,205 + 0,302 — 300)?

2

2

Tenemos pues una funcién
f(xy, 29, 23) = (0,10x1 + 0,1529 + 0,30x3 — 200)2—|—(0,22:p1 + 0,20z2 + 0,30x3 — 300)2
que depende de tres variables x1,xs y x3 de la que queremos calcular

min  (0,10z1 + 0,155 + 0,30z3 — 200)? + (0,2221 + 0,205 + 0,3023 — 300)°

(21,22,23)

en forma general

min  f(z1,x9, x3).
(z1,22,23)

» Vamos a considerar funciones de dos o tres variables: f(z1,x2) o f(x1, 22, x3).

= Objetivo: Dar condiciones para resolver

min f(z1,22) o min f(z1, 22, 3).
(1,22 (z1,22,23)

El crecimiento viene determinado por la diferencia
flz1 + Axy, 29 + Az, 23 + Axg) — f(21, 22, 23)

ara \/aloreS A$1 ~ 0 AI'Q ~0 A.I ~ 0. El Va].or minimo x¥ xd xh) tiene
) ) 3 1)%2y 3
que Cumplir

f(x] + Axq, o + Az, x5 + Axg) > f(x}, x5, x5)



para cualquier valor Az; ~ 0, Az, ~ 0, y Azz = 0, incluido 0. En
particular, se tiene

f(a] + Axy, 25, 23) > f(27, 23, 23) (1)
y

Podemos entonces considerar las diferencias

fx1 + Ay, mox3) — fa1, 20, 23) = f1(xy + Axq) — fi(z1) (4)
considerando z, y x3 valores fijos,

fx1, 0+ Ao, x3) — f(21, 22, 3) = folra + Axy) — fo(x2) (5)
considerando x; y z, valores fijos, y finalmente

f(x1, w0, w3 + Axs) — f(x1, 22, 3) = f3(x3 + Awz) — fi(x3) (6)
considerando z; y x, valores fijos. Entonces

(o1 + Axy, 20x3) — f(w1,02,23)  fi(ar + Axy) — fi(z1)
Al’l N AZCl

Aﬂo f{(ivl)

(7)

f(x1, 20 + Axg, x3) — f(21,22,23)  folvo + Axs) — fo(22) Aes—0

AiL‘Q - AiL‘Q - fé(lé)
(8)
y
J(w1, 00, 23 + Axs) — f(w1,22,23)  fa(ws + Axs) — fi(x3) Azz»0
Azs = Azs — fa(z3)

(9)
Veamos un ejemplo con la funcién

F(x1, 29, 23) = (0,102, 40,1525 + 0,3023 — 200)% + (0,221 + 0,202 + 0,305 — 300)2 .



Si la denotamos por
fo(za) := (0,101 + 0,152 + 0,30x3 — 200)2—1—(0,22351 + 0,20z2 + 0,30x3 — 300)2 ,

para declarar que solo depende de la variable x5. Derivando con respecto la
variable, este caso x5, obtenemos

F(9) := 2(0,10z; + 0,155 + 0,30z5 — 200) 0,15+2 (0,222 + 0,20z + 0,305 — 300) 0,20.

Como realmente no es una funcién nueva se emplea la notacion

0
/. 20,10z + 0,1529 + 0,30z5 — 200) 0,15+2 (0,222 + 0,20x2 + 0,303 — 300) 0,20.

8_172'_

= A g—f se le llama derivada parcial de la funcion f con respecto a la
.:1:2
variable xo

Formalmente no es ni mas ni menos que calcular

8_f(x T ZL‘)— lim f(xlax2+A$2,fE3)—f($17$2’:[;3)
8x2 b Azo—0 A:L‘Q

I

siempre y cuando el limite exista.

Funciones de Utilidad

Una funcion de utilidad es una funcién real que mide la satisfaccion o
utilidad obtenida por un consumidor cuando disfruta via consumo de cierta
cantidad de bienes.

Matematicamente puede demostrarse que si es posible modelizar la con-
ducta de un consumidor perfectamente racional mediante funciones de util-
idad convexa, entonces esta conducta puede resumirse mediante una curva
de demanda decreciente. Mas sencillamente, si existe una funciéon de utili-
dad para el consumidor racional y se dan unos supuestos mateméaticamente
razonables entonces existe una curva de demanda.

Dada una economia en que un consumidor puede adquirir n mercancias
diferentes (las cuales se suponen infinitamente divisibles o altamente divisi-
bles), la funcién de utilidad se define como:

fﬂRn_)Ra (Qla"'?@ﬂ)'_)U:f(Qla"'aQn)

Donde: @; > 0 se interpreta como la cantidad disponible del bien econémico
1-ésimo. U > 0 se interpreta como la utilidad total de una cierta combinacién
de bienes. Recordar que

R" = {(x1,...,2,) : 7; € R} .

Algunas propiedades usualmente requeridas son que:
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(1) Diferenciabilidad, usualmente se supone que la funcién anterior es
no so6lo continua sino también diferenciable.

(2) Monotonicidad
f(le"'7Qia"'7Qn) Sf(Qh-"aQ/i?"':Qn)

si Q; < ;. Sila funcién es mondtona creciente entonces todas las
derivadas parciales serdan positivas o cero.

(3) Convexidad, si la funcién es convexa esto implicard cualquier minimo
relativo serda un minimo absoluto.

La condicién (1) es mera conveniencia matemaética, la condicién (2) es
importante debe ser satisfecha por toda funcién de utilidad, mientras que la
condicién (3) tiene que ver con el principio de utilidad marginal decreciente.

Derivadas parciales, diferencial y gradiente

» Un funcién f : R — R es diferenciable si podemos calcular sus
derivadas parciales con respecto cada una de sus variable, y estas son
funciones continuas.

Si por ejemplo tenemos f(z1,xs) = 211 + w123 + 1

af

a—xl(xl, T9) = 2+ 3x3,
0
a—l.];(.fﬂl,ﬂfg) = 6{E1.’L‘2.

Si tomamos 1 = 2y zo = 3 se tiene f(2,3) =2-2+3-2-3% =58.

= Decimos entonces que el valor de la funcién 2z, + 3x1x§ +1len
(2,3) es 58.

Ademas

of 5
_2 :2 . :2
83:1( ,3) +3-3 9,

of

Ers

= Decimos entonces que el valor de la derivada parcial de la
funcién 2, + 32,22+ 1 con respecto la variable z; en (2,3) es 29
y la derivada parcial de la funcién 2z, + 37,73 + 1 con respecto
la variable z, en (2,3) es 36.

(2,3) =6-2-3 = 36.



. Cudl es la definicién equivalente de derivada f’(z) para una funcién de
al menos dos variables f(z1,x9)?

» Si una funcién f(x1,z5) es derivable, se dice que su derivada es una
matriz fila donde en cada posicién estd una de las derivadas parciales.

Df(xy,22) :=

a_xg(xl’ $2)

Para nuestro ejemplo anterior f(z1,zs) = 2x7 + 3951:6% + 1 tenemos que
la derivada es

Df(xy,z9) := [2 + 323 6x1x2]
Si la evaluamos en (2, 3), esto es 1 = 2 y x2 = 3 tenemos
Df(2,3):=[29 36]

¢/ Qué informacién nos aporta la derivada D f(x1, 22)? Recordemos que en
una variable f’(z) > 0 nos decia que la funcién era creciente cerca de z.

Observemos que Df(2,3) := [29 36] es una matriz fila que podemos
multiplicar por cualquier matriz columna, esto es,

Df(2,3) { Z; } =1[29 36] [ Z; } = 29u; + 36uy.

Esta operacion coincide con el llamado producto escalar de dos vectores.

= El producto escalar se define como

(u,v>=<{Z; } 7[2 ]> = UU] + Ugls.

A veces tambien se escribe como

Uy 01
u-v = . 1= UV + UVo.
Uz (%]

Para nuestro caso

Df<2,3>[ﬂ=[29 361[5;}%[;?}7[2”



= Al vector o matriz columna [ 1 que se obtiene a partir de la deriva-

36
da Df(2,3) se le conoce como vector gradiente y se le denota por
V f(2,3). Formalmente,

Vf(2,3)=Df(2,3)".

» Dada una funcién diferenciable f(z1, x2) llamaremos vector gradiente
de f en (z1,25) a

g)_xfl(xla x?)
Vf(xy,zo) =

5—;;(961, 2y

Una propiedad de aproximacién importante es la siguiente

» Si f(x1,22) es diferenciable entonces se cumple

0 0
fzy + Azy, o + Axy) — f(21,22) = Ay —f(xl,xg) + Azo —f(xl,xg),
61’1 6@

siempre y cuando Az ~ 0y Az, ~ 0.
Recordemos una propiedad del producto escalar que dice:
(u,v) = [[ullf|v]| cos by (10)

donde 6, mide el dngulo en radianes que forman los vectores u y v. Ob-
servemos que si 6,y = 90°(7/2), entonces cosm/2 = 0 y en consecuencia
(u,v) = 0. Los vectores perpendiculares tienen un producto escalar igual a
cero. La propiedad maés importante es la siguiente

= El gradiente de una funcion diferenciable siempre apunta ha-
cia la direccion de maximo crecimiento de la misma.

Consideremos una funcién diferenciable genérica f(z1,2). Entonces se
cumple

0 0
<Vf(951>$2)a [ Z; } > = Uy 8—1{1(1’1,952) + Us 8—52(9517352)-
Ademas,

0 0
f(l’l + U1, T2 + UQ) — f(xl,xz) ~ Uy a—zgl(xl, 5172) + Ug 8—5‘2(131,372) (11)
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siempre y cuando u; ~ 0 y uy ~ 0. Para elegir la direcciéon de maximo
crecimento, es decir, que la diferencia

flar +ur, z0 4+ ug) — f(21, 22)

en funcion de u; y us sea la maxima posible, nos fijaremos exclusivamente
en direcciones u := (uy, up) de forma que uf + u3 = €2, con € > 0 fijado sea
suficientemente pequenio. Esto implica que ||ul| = ||(u1,u2)|| = V/u3 + u3 = €.
Entonces empleando obtenemos

(Vs | 2 ) = 19l 0] 003t

=& ||Vf(£(]1, l‘2)” COs QVf(m,xz),u
——— ———

no depende de u

Usando ([11]) se tiene que
flxr +ur, 0+ ug) — f(x1,22) = ||V f(21,22)| cos 0% f(21,29),us (12)
—_—
es positivo

y en consecuencia el maximo valor para (11) en funcién de u, se obtiene
para el valor maximo del cos 0y, ,),u como funciéon de u. Basta entonces
recordar que

—1 < cosO0v () ,m0)u < 1.

Esto nos dice que el valor maximo en se obtiene para una direccién u
para la que 0y f(z, +,),u = 1, esto es cuando el dngulo entre V f(z1, 2) y u sea
de cero grados. Més explicitamente, u'y V f(x1,z5) tienen que ser paralelos
y apuntar en la misma direccion.

Extremos locales

» Un valor (x1,z2) se dice que es un minimo local de la funcién
fxy, o) si

f(ZL‘l —I—ul,xg —|—U2) Z f(l’l,l‘g) (13)

para cualquier u = (uy, uz) de forma que |Ju| = y/u} +u3 < & con
e > 0.

11



» Un valor (z1,x3) se dice que es un maximo local de la funcién
f(xl,l’g) si

f(xl +U1,l’2 +U2) S f(Il,l’Q) (14)

para cualquier u = (uy,us) de forma que ||ul| = /u? +u3 < € con
e >0.

» Un valor (z1,x2) se dice que es un extremo local de la funcién
f(x1,2z5) sies o bien un méximo local o bien un minimo local.

Un primer resultado es el siguiente

» Si (21, 2) es extremo local de la funcién f(z4, x9) entonces cumple

of B of B
a—xl(:vl,xg) =0, pr (r1,29) =0, (15)

o de forma equivalente

Esta claro que si el gradiente es distinto de cero entonces la funcién debe
de crecer en la direccion que marca el gradiente. Como consecuencia si un
punto es un extremo local, es decir, la funcién no puede crecer o decrecer
mas hacia ninguna otra direccion, su gradiente ha de ser obligatoriamente
igual al vector cero.

Criterio: Los puntos donde el gradiente se anula son los candidatos para ser
los extremos locales (maximos o minimos) de una funcién de varias variables.
Ahora, bien puede existir algun punto donde el gradiente se anule y no ser
un extremo local.

= A los puntos de una funcién f(z1,z5) donde el gradiente se anula se les
llama puntos estacionarios de la funcién.

El ejemplo de un punto estacionario que no es un extremo local es el
siguiente. Considerar la funcion

f(‘rlvx?) - (L’% - :L‘%,

12



donde los posibles puntos estacionarios tienen que cumplir:

0
8—3{1(.%1,.1'2) 21’1 =0
0
a—:i;(l‘l,l'g) = —21’2 = 0
esto es,
2331 =0
—2562 = 0.

El tnico punto que cumple estas condiciones es 1 = 0 y x5 = 0 Ahora bien
si (0,0) es un maximo para f se ha de cumplir

f(U1,U2) :U% —Ug S f(0,0) = 07
que en el caso de un minimo para f ha de ser
fur,ug) = u? —u2 > £(0,0) =0,

para valores u := (u1,uz) de forma que ||ul| = y/u? + u3 < e. Supongamos
que (0,0) fuera un maximo, entonces se ha de cumplir

para valores u := (uy,ug) de forma que ||u|| = \/u? + uZ < . Basta consid-
erar por ejemplo (u; = 0,001, uy = 0) para darse cuenta que no se cumple

u? —u2 = (0,001)? <0,

y en consecuencia (0,0) no puede ser maximo. Algo parecido ocurre con ser
un minimo. En consecuecia, (0,0) es un punto estacionario para la funcién
r? — 22 que no es un extremo local de la misma.

Curvas de nivel

Cuando una funcién tiene un méaximo o minimo local se suele observar
comportamiento que podemos ver en la Figuras |y | En la Figura | unimos
mediante una linea los puntos que tienen la imagen igual a unvalor fijado.
Conforme aumentamos este valor nos acercamos al valor méximo.

Un ejemplo de este tipo de representaciéon son las lineas de presion con-
stante o isobaras que vemos en televisién (ver Figura|)
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Figura 1: Las curvas de nivel cerca de un maximo local.

Figura 3: Las isobaras como curvas de nivel.
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» Consideremos una funcién diferenciable f(z1,22) y un ndmero real k
fijado, se llama curva de nivel k£ de la funciéon f al conjunto de
puntos

{(x1,22) ¢ f(21.22) = Kk} (17)

Consideremos la funcién f(zy,r2) = 2% + x3. Entonces si fijamos un
nimero 72 > 0 la curvas de nivel para r? viene determinada por los pun-
tos del conjunto

{(z1,20) 1 2} + 23 =1} .

Este conjunto representa una circunferencia en el plano de radio r.

La idea genérica es que las curvas de nivel se pueden parametrizar. Por
ejemplo la circunferencia de radio r? se describe mediante un pardmetro ¢
(podemos considerarlo el tiempo) mediante

t — (rcos(2nt), rsin(2nt)) 0<t <1.
Si consideramos
x1(t) = rcos(2nt),
xo(t) = rsin(27t).
Entonces

21 (t) + 25(t) = r? cos?(27t) + r?sin®(2nt) = r? [ cos®(27t) + sin®(27t) | = 2.

J

-~

=1

Como la funcién

fla(t), z2(t) = 21 (t) + 25(t) =17,

es constante con respecto a t, derivando con respecto a esta variable obten-
emos

() 22(1)) = 204 (1) (1) + 2m5(1)a () = 0.

Esta tdltima expresion la podemos escribir

0 = 22 (£)2) (t) + 222(t)7h(t) = <[ ;2 i; } ’ { ii

Podemos enunciar entonces el resultado siguiente:
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» Consideremos que existe una parametrizacion t — (z1(t), x2(t)) de una
curva de nivel k para una funcién diferenciable f(x1,z5). Entonces el
vector gradiente evaluado sobre la curva V f(z1(t), z2(t)) es perpendic-
ular al vector tangente a la misma

0 )

esto es,
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