CEU Universideac
Cardenal Herrera

MATEMATICAS

DE LA TITULACION DE Adminitracién y Direccion
de Empresas.

Profesor: Antonio Falcd Montesinos

22 de diciembre de 2008



Capitulo 1

Numeros reales

1.1. Introduccién

Los nimeros reales pueden ser representados por puntos en una linea. En dicha linea se elige un punto
que sera llamado cero y se elige una medida de distancia. A cada punto de la recta se le asocia su distancia
al cero y un signo dependiendo de si estd a la derecha (positivo) o a la izquierda (negativo) del cero.

Para los ntiimeros reales se definen las operaciones suma (+) y producto (-) con las siguientes propie-
dades:

1. Propiedad asociativa 1. Propiedad Asociativa: (z-y)-z=2a-(y- 2)
(x+y)+z=x+y+2) (z,y,z€R)
2. Propiedad Conmutativa: z-y = y-x (x,y € R)
2. Propiedad conmutativa

r+y=y+ax (r,y€R) 3. Existencia de Elemento unidad z -1 = .

3. Existencia de Elemento Neutro: 4. Existencia de Elemento inverso. Si z # 0, existe
24+ 0=z otro real 1/z, tal que: z - (1/x) = 1.

4. Existencia de Elemento Simétrico. 5. Propiedad Distributiva
o+ (—2) = 0. (x+y)-z=a-2+y-2 (0,9,2€R)

La propiedad asociativa significa que es innecesario el uso de paréntesis cuando sélo aparezca esta opera-

cién.

1.2. Numeros enteros

Los ndmeros naturales son: 0,1,2,3,.... Surgen de la idea del orden de una secuencia (ordinal) y de la
necesidad de contar los elementos en un conjunto (cardinal). Por ejemplo, la poblacién de un pais es un
nimero natural. Al conjunto de todos los niimeros naturales se les representa por N.

Un ndmero entero es un ndmero natural al que se le antepone un signo positivo (+) o negativo (—).
Los nimeros enteros se denotan por Z. El conjunto ZT es el conjunto de los enteros positivos no nulos y
el conjunto Z~ es el conjunto de los enteros negativos no nulos.

7t =1{1,2,3,4,...} 7" ={-1,-2,-3,-4,...}

-5 —4 —3 —2 —1 0 1 2 3 4 )
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La necesidad de incluir el signo viene de situaciones en las que una cantidad puede estar en el haber o
ser debida. Podemos escribir +m si la cantidad se encuentra en el haber y negativa —m si debemos m
unidades.

Si se tienen 5 monedas en bolsillo y debes 8 monedas, entonces en el balance debes 3 monedas,
(+5) + (—8) = (5 — 8) = —3. Si solicitamos n veces un prestamo de de m, lo que tenemos es una deuda
de la cantidad n - m, es decir, n - (—m) = —n - m. Multiplicar por —1 una cantidad es cambiar el haber a
débito o viceversa, es decir, intercambiar los papeles de acreedor y el deudor.

Dado un entero m y n con n no nulo, existen enteros g y r talesque 0 <r <n—1lym=q-n+r. Aq
se le llama cociente de la division euclidea de m entre n y a r se le llama resto de dicha divisiéon euclidea.
La idea de la divisién euclidea es repartir m elementos entre n y ver los que nos sobran.

Cuando el resto de la divisién euclidea de m entre n es cero se dice que n es un divisor de m.

1.3. Numeros racionales

Aunque no podamos repartir 2 entre 3, si tiene sentido hablar de dicha proporcién. Por ejemplo,
antiguamente se podia efectuar una trueque de 2 vacas por 3 mulas. ;Cudl es el precio de una mula
si contamos en vacas? Una mula vale 2/3 de una vaca, lo que significa que dos vacas equivalen a tres
mulas. En una sociedad donde funcionase el trueque estarian utilizando continuamente proporciones de
este estilo.

Los niimeros racionales se escriben como m/n donde m y n son enteros, siendo n no nulo. El nimero
m se denomina numerador y el nimero n se llama denominador. Ejemplos de niimeros racionales son

5 1 5 1 0
3’ 2’ 8’ -5’ 5
Lo que nos importa es la relacién que hay entre las dos cantidades, por ejemplo, afirmar que el trueque
de 4 vacas es por 6 mulas es lo mismo que 2 vacas se cambien por tres mulas. Por tanto, 4/6 = 2/3. En
consecuencia, si multiplicamos numerador y denominador por el mismo nimero, la fraccién no cambia.
Decimos que dos ntimeros racionales a/b y ¢/d son iguales o equivalentes sia-d =1 - c.
La suma y el producto se definen como

a ¢ ad + cb a c a-c

b TdT bd Y b'd b-d

Cuando a y b son no nulos y no tienen divisores comunes se dice que la fraccién a/b es irreducible.
Toda fraccién con numerador no nulo se puede escribir como una fraccién a/b irreducible.

1.4. Notacion decimal.

Los ntiimeros se escriben con un sistema de notacién posicional que es denominado representacion de-
cimal. Se puede representar cualquier nimero con una cadena formada por los simbolos 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9.
A cada uno de los simbolos en la cadena se les llama digitos. Los digitos a la izquierda de la coma hay
que multiplicarlos por 1/10™ siendo m el nimero de lugares a la izquierda de la coma

0.125=1 1+2 ! +5 L
Y10 102 103"

Una simple operacion nos permite escribir el niimero como fraccién.

125 25 ) 1
0-125 1000 200 40 8

Hay fracciones cuya representacion decimal tendria infinitas cifras. Por ejemplo,

1
3= 0.3333333333333333333333 . ..
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Se puede probar que la representacién decimal de una fraccién tiene un nimero finito de digitos o existe
una secuencia de digitos que se repiten. Para representar que los digitos se repiten indefinidamente
escribimos una barra sobre las cifras

1.142857 = 1.142857142857142857 . . .

Si dicho niimero (¢ = 1.142857) lo multiplicamos por 10™ donde m es el nimero de cifras que se repiten,
nos queda otro nimero en el que se repite la misma secuencia de digitos. Al restar 10™ ¢ — ¢ nos queda
un numero con un numero finito de cifras decimales.

10% ¢ — ¢ = 1142857.142857 — 1.142857 = 1142856

Despejando ¢ y simplificando hasta encontrar la fraccion irreducible, obtenemos:

1142856 8

T 099999 7

1.5. Incompletitud de los niimeros racionales

A cualquier ntimero real le corresponde al menos una representaciéon decimal. Estas no se corres-
ponden con nimeros racionales cuando exista una secuencia infinita de digitos en las que no es posible
encontrar ninguna periodicidad, diciéndose en este caso que son nimeros irracionales.

Hay proporciones fisicas que se corresponden con ntimeros irracionales, por ejemplo, la relacion entre
el lado de un cuadrado y su diagonal es v/2.

V2 = 1.414213562373095048801688724209698078569671875376948073176679737990732 . . . .
Un numero irracional de importancia en economia es el nimero e
e = 2.718281828459045235360287471352662497757247093699959574966967627724076 . . . ;

pero sin lugar a duda el nimero irracional més famoso es la relacion entre la longitud de la circunferencia
y su didmetro: el niimero 7

m = 3.141592653589793238462643383279502884197169399375105820974944592307816 . . . .

Todo nimero natural es un numero entero, todo

numero entero es racional, todo racional es real. Mas R
formalmente, se dice que N es un subconjunto de Z,

Z es subconjunto de Q y Q es un subconjunto de R. Z

Esta afirmacion puede ser ilustrada graficamente con @

el diagrama que aparece a la derecha de este parrafo.

1.6. Ecuaciones

Una ecuacion es la afirmacién de que dos expresiones son iguales. Las dos expresiones de la igualdad
son llamados lados y son separadas por el simbolo de igualdad (=). Una variable de la ecuacidn es un
simbolo que puede ser representado por un conjunto de valores. Por resolver una ecuacion se entiende
que es encontrar todos los valores de las variables para los que se verifica la ecuacién.

1Los nimeros con un nimero finito de cifras decimales tienen dos representaciones. Por ejemplo, 12.23 = 12.229
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Ejemplo 1.1. Una persona invierte 1000€ en una cartera con dos tipos de bonos con un seis y un siete
por ciento de rentabilidad. Si al ano siguiente su cartera estd valorada en 1064€, jcudl era la composicién
de su cartera?

Si la cantidad invertida en el primer bono es z (asignamos un simbolo arbitrario a la variable),
entonces la cantidad invertida en el segundo bono es 1000 — x. Por tanto, el dinero ganado por los bonos
es 0.062 4 0.07- (1000 — z) y por otro lado es 64 €. Igualando ambas expresiones se obtienen los dos lados
de la igualdad:

0.06x 4+ 0.07(1000 — x) = 64.

Operamos y despejamos la variable x, con lo que se obtiene:

6

0.06x + 70 — 0.07z = 64; 70 — 64 = 0.01x; T = 001

= 600

Con lo que la cantidad que se invirtié en el primer bono es 600€ y 400€ en el segundo bono.

Ejemplo 1.2. El modelo IS Investment/Saving para una economia establece que el gasto total de la
economia (consumo, inversién privada, gasto piblico, balance en la exportacidn,. ..) es igual al producto
interior bruto.

En los modelos econémicos una variable es cualquier magnitud que puede cambiar de valor. El modelo
suele venir determinado por una ecuacién que relacione las variables entre si. El més simple de los modelos
IS en una economia cerrada, es decir, con balance de exportacién nulo, viene determinado por las siguientes
ecuaciones:

Y=C+I+G C=a+by-T)

donde la variable Y es el producto interior bruto, C' es el consumo, T son los impuestos, I es la inversiéon
y G es el gasto publico. Los valores a y b son constantes estructurales de la economia estudiada. A las
variable G y T son consideradas exdgenas pues son establecidas por el gobierno y al resto de variables se
les llama endogenas.

Modelos como el anterior han sido utilizados desde 1937 en el contexto de la economia keynesiana
donde los gobiernos deben intentar mejorar los datos macroeconémicos por la correcta eleccion de los
impuestos y el gasto publico.

1.7. Desigualdades. Intervalos.

Una desigualdad es afirmar que una expresion es menor que otra. El simbolo < significa “menor que”,
el simbolo > significa “mayor que”, < significa ‘menor o igual que” y > significa “mayor o igual que”. Se
verifican las siguientes propiedades:

1. Dados dos ntimeros reales x e y, ocurre que, o bien x <y o bien y < z.
2. Sean x,y, z tres nimeros reales cualquiera. Si x < y entonces = + z < y + z.
3. Sean x,y dos ntimeros reales cualquiera y z > 0. Si x < y entonces zz < yz.
Antes de continuar, resaltamos las siguientes propiedades que pueden ser deducidas de la anteriores:
1. Sia>byc>d, entonces a+c>b+d.
2. Sia>b>0yc>d>0, entonces ac > bd.
3. Sik <0y a>b, entonces ka < kb.
4. Si 0 < a < b, entonces a? < b?, y si a < b < 0, entonces a? > b?.

5. Sia < 0o a>0,entonces a® > 0.
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6
7
8
9

. Sia > b, entonces —a < —b.
. Sia <0, b>0, entonces ab < 0, mientras que si a < 0, b < 0, entonces ab > 0.
. Sia >0, entonces 1/a > 0, mientras que si a < 0, entonces 1/a < 0.

. Sia>b>0,entonces 1/b > 1/a > 0, mientras que si a < b < 0, entonces 1/b < 1/a < 0.

Cuando se escribe

{z € R : z cumple la propiedad P}

significa “el conjunto de todos los niimeros reales que verifican la propiedad P”. La propiedad P puede

ser,

por ejemplo, verificar una ecuacién o una inecuacién.

Un intervalo es el conjunto de todos los nimeros reales entre dos puntos de la recta real. Por tanto, los
intervalos son conjuntos “sin huecos”. Dados dos nimero reales a y b tal que a < b, distinguimos cuatro

tipo
I

II.

II1.

s de intervalos:

. Intervalo abierto de extremos a y b. A los puntos a y b se les llama extremo superior y extremo
inferior del intervalo respectivamente. El intervalo (a, b) son todos los puntos z de la recta real que
verifican a < x < b, en notacién de conjuntos se define como

(a,b):={x eR : a<z<b}.

A la hora de representarlo graficamente sombreamos los puntos entre a y b. Los extremos a y b son
sefialados con una circunferencia para indicar que esos puntos no pertenecen al conjunto.

a b

\

Intervalo cerrado de extremos a y b. Son todos los puntos x que verifican a < x < b, en notacién
de conjunto viene definido por [a,b] := {x € R : a < z < b} . Para representarlo gréficamente
sombreamos todos los puntos entre a y b. Los extremos a y b son senalados con punto negro para
indicar que dichos puntos pertenecen al conjunto

a b

Intervalos semiabiertos de extremos a y b. Nos encontramos con dos casos. El primero es que
pertenezca el extremo derecho, pero no el izquierdo. Con la notacién de conjunto se escribe

(a,b) :={x €R : a<x<b}

Como en los casos anteriores sombreamos los puntos entre a y b. El extremo inferior se senala con
una circunferencia y el extremo superior es senalado con un circulo.

a b

El caso opuesto es que pertenezca el extremo inferior, pero no el extremo superior del intervalo. Se
define como sigue
[a,b) :={zeR:a<x<b}

v la representacion gréfica es el extremo inferior senalado con un circulo, el superior senalado con
una circunferencia y los puntos entre ambos sombreados.

a
- - — ® - —
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IV. Intervalos semi-infinitos. Son los que no estan limitados por uno de los lados. Se emplea el simbolo
400 para expresar que no esta limitado a la derecha y el simbolo —oo para decir que no lo esta por
la izquierda. El primer caso viene dado por limitado y abierto por la izquierda e ilimitado por
la derecha. Son todos los puntos x que verifican que a < x, empleando la notacién de conjuntos
escribimos:

(a,0) :={z€R :a<zx}

Para representarlo senalamos el punto a con una circunferencia y sombreamos todos los puntos
hacia la derecha

El siguiente caso es ilimitado a la derecha y cerrado por la izquierda. Lo que se define como
[a,00) :={z eR : a <z}

La representacion grafica es idéntica a la anterior, pero sustituimos la circunferencia por un circulo

a
_ — — @ — —
Los dos siguientes casos son los ilimitados por la izquierda. Se definen por (—c0,a) := {x € R :
x < a} cuya representacién gréfica es
a
El dltimo caso se define por (—o0,a] := {x € R : < a} y se representa por
a
-— s o —_ —

Un caso especial de intervalo es el ilimitado por los dos lados (—o0, c0); en este caso se trata de toda la
recta real. Por eso, escribir R es equivalente a (—o0, 00).

Comentar que los términos “abiertos” y “cerrados” pueden ser entendidos como que los extremos
pertenezcan o no al conjunto. Existen definiciones mds precisas, pero se salen de los objetivos del curso.

Ejemplo 1.3. Resolver la inecuacién (z — 2)(z + 3) > 0.
El producto de dos ntimeros es positivo si los dos tienen el mismo signo. Hay dos posibilidades:

1. Los dos factores positivos y se verifica que z —2 > 0y & + 3 > 0. Despejando x > 2 y = > —3.
Obsérvese que si se verifica la primera, entonces se verifica la segunda. La tinica manera de que se
verifiquen las dos es que x > 2

2. Los dos factores son negativos. Con lo que se verifica x —2 < 0y « + 3 < 0. Ambas condiciones
equivalen a x < —3.

En resumen, la variable z verifica que z < —3 é > 2. Podemos representar el conjunto solucién
graficamente por

-3-2-10 1 2

Obsérvese que en este caso la solucién viene dada por dos intervalos: (—oo, —3) y (2, +00).
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1.8. Valor absoluto

Se llama wvalor absoluto a la distancia de un punto a al 0. Mas formalmente, dado un nimero real z,
se define su valor absoluto por
) r si x>0
FARES

—x si <0

Algunas propiedades del valor absoluto son:
3. |z| < y es equivalente a —y < z < y;
Lo|z| = [ —al;
4 fe +yl <z +yl;
2. |-yl = [x] - lyl;
5. |zl = lyll < o +yl < Ja| + |yl
Ejemplo 1.4. Encuentra el valor de « para que —1/2 <z <4y |2z + 1| = |z — 4.
Tenemos que |2z +1]2 = (22+1)? y |z —4|> = (x —4)?, por lo tanto la ecuacién para los valores absolutos
es equivalente a: (2r+1)? = (z —4)? implica que 22 4+ 4z — 5 = 0. Soluciones de esta ecuacién son x; = 1,
x9 = —b, pero s6lo z; verifica simultaneamente las condiciones del problema.
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Capitulo 2

Funciones de una variable.

En la seccién de economia de los periddicos leemos habitualmente la frase “en funcién de” en expresio-
nes como “los tipos de interés suben en funcién de la inflaccién” o “el precio de los productos carnicos van
en funcién del precio de los cereales”. Todas estas frases expresan que las variables estdan interrelacionadas
de forma que para cada precio de los cereales hay un precio de los productos carnicos. En matematicas
la expresion “en funcién de” tiene una definicién precisa para evitar ambigiiedades.

2.1. Concepto de funcién. Dominio y recorrido

2.1.1. Funcion, Dominio y Recorrido

Dado un conjunto D de ndmeros reales, una funcidn f: D — R (o simplemente f) de una variable
real con dominio D es una forma de asignar a cada niimero real z en D un dnico nimero f(x).
Es decir, para definir una funcién se necesita:

» La ley de correspondencia, x — f(x).

= Kl conjunto D donde esta definida: dominio. Cuando se omita éste, entenderemos que es el mayor
conjunto D C R donde esté definida.

La notacién f : D — R sefiala el nombre de la funcién (f), el nombre del conjunto del dominio (D) y
el conjunto de llegada de la aplicaciéon(R). En el curso de Matemdticas I el conjunto de llegada es siempre
R, pero en Matemdticas Il estudiaremos otras posibilidades.

Muchas veces las funciones se escriben como y = f(x). A la variable x se le dice independiente, exdgena
o pre-imagen de y. A la variable y se le llama dependiente, enddgena o imagen de x.

Un ejemplo de funcién es el costo de producir x kilogramos de un producto para una empresa. El
dominio de esta funcién son los nimeros reales no negativos [0, +00), pues no se puede producir una
cantidad negativa.

Otro ejemplo de funcién es la cotizacién de una empresa en bolsa en el mercado continuo. En este
caso el dominio viene dado por un intervalo que representa el lapso de tiempo para el que tenemos datos.

En los ejercicios tedricos muchas funciones son definidas por una férmula. Por ejemplo, la funcién
f:]0,100] — R es definida por f(Q) = @(100— Q). Con esta afirmacién estamos diciendo que el dominio
es [0,100] y que la variable independiente es Q). Desgraciadamente, en los modelos reales dichas férmulas
no estan tan claras.

Llamamos recorrido de una funcién al conjunto de imdgenes de la funcién f. Se denota por R(f)
6 f(D) con D el dominio de la funcién, escrito en notacién de conjuntos

f(D) ={f(z) : = € D}.
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2.1.2. Algebra de funciones

Se pueden obtener funciones a partir de otras mediante operaciones algebraicas suma y producto. Se
pueden sumar dos funciones f y g con un mismo dominio D, la imagen de x es

(f +9)(x) = f(z) +g(x) VaxeD.

La expresién “Vx € D” significa “para todo z”.
El producto de dos funciones f y g con un mismo dominio D, la imagen de x viene definida por

(f-9)(x) = f(z) -g(x) VreD.

En el caso de dos funciones f y g con diferentes dominios, se supone que el dominio es la zona comin a
ambos dominios (los matemdticos le llamamos interseccidn a la zona comtn de dos dominios).
También se define la divisién de dos funciones de dominio D como (f/g)(z) = f(x)/g(x) para todo
con g(z) # 0. Para la divisién hay que eliminar del dominio los puntos en los que se anule el denominador.
Decimos que dos funciones f y g son iguales cuando:

1. El dominio de f y de g coincide y

2. Para todo z en el dominio f(z) = g(x).

2.2. Grafica de una funcion

2.2.1. Pares ordenado

Un par ordenado se representa como (z,y) donde z e y son dos nimeros reales. Al conjunto de todos
los pares ordenados se denota R x R 6 R2.

Decimos que (a, b) es igual a (¢,d) sia=cy b=d.

Se llama grdfica de una funcién f : D — R al siguiente conjunto de pares ordenados

Graf(f) = {(z, f(z)) : z € D}.

Lo interesante es que dicho conjunto puede ser “dibujado”, ya que los pares ordenados pueden ser repre-
sentados como puntos en un plano.

2.2.2. Plano coordenado

En un plano se representan dos rectas perpendiculares que son llamadas ejes de coordenadas. El punto
de interseccién de ambas rectas es llamado origen de coordenadas. A la recta horizontal se le llama eje
x o eje de abscisa. A la recta vertical se le llama eje y o eje de ordenadas. En cada uno de los ejes se
establece una unidad de medida.

Dado un par ordenado (a,b), trazamos una perpendicular al eje de abscisa en su punto a y una
perpendicular al eje de ordenadas en el punto b. La interseccion de ambas rectas nos da un punto que
identificamos con el par ordenado (a,b). Ver ﬁgurapara una representacion grafica de lo anterior. Los
ejes de ordenadas dividen el plano en cuatro sectores. Dichos sectores se llaman cuadrantes y se enumeran
en sentido contrario a las agujas del reloj.

Cuadrante I := {(z,y) : * > 0,y > 0}; Cuadrante I := {(z,y) : * <0,y > 0};
Cuadrante IIT := {(z,y) : * <0,y < 0}; Cuadrante IV := {(z,y) : = > 0,y < 0}.
En muchas magnitudes econdmicas sélo tienen sentido los valores no negativos. Por ello, en las ciencias

econémicas es de especial interés el primer cuadrante. En la figura[2.2)se muestran los diferentes cuadrantes
en el plano coordenado.
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Figura 2.1: Identificacién del par ordenado (a,b) con un punto del plano ordenado.

A
Cuadrante Cuadrante
I1 I
>
Cuadrante Cuadrante
111 v

Figura 2.2: Los diferentes cuadrantes del plano de ejes coordenados.

La gréfica de una funcién es un conjunto de puntos que pueden ser representados en el plano coorde-
nado. Por ejemplo, la grafica de la funcién valor absoluto f(x) = |z| aparece en la ﬁgura Obsérvese
que la grafica de la funcién es la misma, pero hemos representado diferentes zonas del plano coordena-
do. Preste atencién a que la represntacién es diferente a las graficas anteriores. En este caso no hemos
representado los ejes ordenados, hemos puesto las escalas en la parte inferior para el eje de abscisa y
en la parte derecha para el eje de ordenadas. Se le asigna la correspondencia de cada punto de forma
andaloga a lo explicado anteriormente. La ventaja de esta representacién es que muchas veces el origen de
coordenadas estd lejos de los valores que toma la funcién. Si intentdsemos representar datos reales como
los del siguiente ejemplo, escoger el trozo adecuado del plano coordenado es importante. En el ejemplo[2.3]
se puede observar dicha situacién.

Ejemplo 2.1. En la tabla[2.I]se encuentran los datos del IPC. Estos datos pueden ser considerados una
funcién ya que a cada fecha se le asigna una cantidad. En inicio la funcién sélo tiene como dominio los
68 meses para los que tenemos datos, vemos la grafica en el panel izquierdo de la figura Muchas
veces aparece dicha grifica asignando una imagen a todos los puntos del intervalo [2002,2007.6], para
ello unimos dos datos consecutivos por una recta. Esta grafica puede observarse en el panel derecho de

la figura
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Yy

(17 _2)

Figura 2.4: Representacién de la funcién f(z) = |z|.

2.3. Funciones lineal y afin

2.3.1. Funciones constantes

La funcién maés facil de definir son las constantes. Una funcién constante toma el mismo valor para
todos los puntos donde estd definida.

2.3.2. Funciones lineales

En una funcién lineal el valor de salida es un multiplo del valor de entrada. Por ejemplo, f(x) = 3z
y f(z) = 7z. Al nimero que multiplica a la variable dependiente se le llama pendiente.
Los intereses que aportan los bancos por depositos a un ano son una funcién lineal dependiente de
la cantidad depositada. Si nos ofrecen un depdsito al 6 % de interés anual, entonces los intereses que
obtenemos son f(C) = 0.06C donde C es el capital ingresado.
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Ano Ene. Feb. Mar. Abr. May. Jun. Jul. Ago. Sep. Oct. Nov. Dic.

2002 86,089 86,164 86,876 88,056 88,373 88,377 87,763 88,015 88,344 89,219 89,358 89,654
2003 89,285 89,475 90,096 90,829 90,744 90,804 90,236 90,649 90,919 91,533 91,831 91,989
2004 91,343 91,385 92,023 93,283 93,833 93,982 93,269 93,681 93,849 94,813 95,050 94,957
2005 94,157 94,401 95,148 96,518 96,703 96,929 96,336 96,759 97,353 98,145 98,293 98,504
2006 98,105 98,152 98,847 100,241 100,602 100,755 100,155 100,359 100,195 100,606 100,855 101,131

2007 100,451 100,520 101,282 102,681 102,963 103,152 102,402 102,542

Cuadro 2.1: Datos del IPC(:fndice de Precios al Consumo) seguin aparece en la pdgina del INE(=Instituto
Nacional de Estadistica) http://www.ine.es/daco/daco42/daco421/lau.htm son los datos del TPC
tomando como base el ano 2006.
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Figura 2.5: Graficas con la evolucién del IPC. En el panel izquierdo estan senalados los 68 puntos corres-
pondientes a los datos existentes y en el panel izquierdo esos puntos son unidos por rectas.

2.3.3. Funciones afines

Una funcién afin es la suma de una funcién lineal y una funcién constante. En algunos textos a las
funciones afines se les llama también funciones lineales. Por tanto, para dar una funcién afin necesitamos
la pendiente m y la ordenada al origen ¢ para la la forma general de la f(z) = mz + c.

Una recta viene determinada por dos puntos. Veamos el célculo de la pendiente dado dos puntos de la
recta. Silos P; = (21,y1) ¥ Po = (22,y2) pertenecen a una recta y = mx + ¢, entonces

Y1 =mxy+¢ Yo =mxe +C
Despejando ¢ e igualando obtenemos
Y1 —maxy =Yz —MTy, Y2 — v = m(z2 — 71)

Con lo que la férmula de la pendiente es el cociente del incremento en las ordenadas entre el incremento
en las abscisas A
m=2"0 _ 20 (2.1)
To—x1 Az
donde Az = x5 — x1 es el incremento en la variable z y Ay = y2 — y1 es el incremento en la variable .
La pendiente nos informa de las unidades que aumenta la variable dependiente cuando la independiente
varia en una unidad. Obsérvese la figura |2.6] para una interpretacién grafica de dicho concepto.
Dado un punto P = (z1,y1) por el que pasa la recta y la pendiente m. Se llama ecuacién de la recta

punto-pendiente a la expresién

y=m(r—x1)+uy1 22)

Ejemplo 2.2. Calcule la ecuacién de la recta que pasa por los puntos (1,1) y (3,2).
Primero calculamos el valor de la pendiente de la recta teniendo en cuenta que x1 =1,y =1, 29 =3 e

y2 = 2. Por la férmula (2.1)
_ Y-y 2-1 1

m

X9 — I 3—-1 2
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Ay
Yy =mx-+c
y2>— ————————————————
Ay
Yie---- ,
/ A.’If |
! |
| ! x
T X9 >

Figura 2.6: Interpretacién gréfica del significado de la pendiente de una recta. La pendiente es el cociente
Ay entre Azx.

Lo que significa que por cada incremento de unidad en la x incrementamos media unidad en la y. Vea la
ﬁgura donde se representa esta recta. Usando la férmula (2.2)) obtenemos que la ecuacién de la recta
es

1
y:§(x—1)+1

Ejemplo 2.3. El ministerio de trabajo de EE.UU. ofrece datos sobre el consumo frente a los ingresos.
Esos datos para el anio 2005 pueden observarse en la tabla[2.2] Esos datos se representan en la figura[2.7]
donde se puede que observar que los puntos “casi” pasan por la recta C = 0.512292Y + 16331.7 donde
C es el consumo personal e Y son los ingresos personales. El La cantidad 16331.7$ es el consumo minimo
que tiene que realizar cualquier americano (comida, ropa, ...) para satisfacer las necesidades bdsicas.
Una vez satisfechas estas necesidades gastara cierta cantidad y otra la dedicaréd a ahorrar. El porcentaje
con los que los américanos dedican al consumo estd relacionado por el coeficiente 0.512292. Es decir,
aproximadamente intentan consumir el 51 % de los ingresos. A dicho coeficiente se le llama propension
marginal al consumo.

20 % inferior Segundo 20%  Tercer 20% Cuarto 20%  superior 20 %
Ingresos antes de impuestos 96763 25546% 426229 67813% 147737$
Consumo 19120% 28921% 39098% 54354$ 90469%

Cuadro 2.2: Datos ofrecidos por el Ministerio de Trabajo de Estados Unidos en los que la poblacién se
divide en cinco grupos segun su nivel de ingreso. Para cada grupo de aporta el ingreso medio y los gastos
en consumo medios. Estos datos pueden consultarse en la web http://www.bls.gov/cex/.

1 El célculo de los coefientes 0.512292 y 16331.7 serd estudiado en la asignatura Matematicas II.
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Figura 2.7: Gréfica del consumo frente al ingreso personal para los datos de la tabla[2.2] Se representa la
recta C' = 0.512292Y + 16331.7

2.4. Funcion potencia con exponente racional

2.4.1. Funciones potencia con exponente entero positivo

Se define como el producto de la variable independiente tantas veces como indique el exponente. Asi,
la funcién potencia con exponente n se define:

n veces

Observese que si r es la tasa de interés anual y C es el capital inicial, la cantidad C(1 + r)™ es el capital
acumulado tras n anos. Por tanto, las funciones potencia tienen una interpretacion econémica clara.

2.4.2. Funciones potencia con exponente entero negativo

Si sabemos que el capital que tenemos en el momento actual en un depésito es C' y dicho capital
ha estado durante n anos en dicho depédsito con una tasa de interés anual r. ;Cudl era el valor inicial
ingresado? Obviamente, dicho valor es C/(1 4 r)™. Lo que hemos hecho es recorrer el tiempo en sentido
inverso. {Por qué no denotar esa cantidad por C(1 + r)~™? Por eso se define la funcién potencia con
exponente negativo de la siguiente forma:

1
—n .
T = sixz#0
El dominio es en este caso es toda la recta real salvo el cero. Este conjunto se puede representar con
R\ {0} o bien (—o0,0) U (0, 4+00).
2.4.3. Funciones potencia con exponente racional

Por simplicidad consideraremos su dominio los reales no negativos, R* U {0}. El Una entidad finaciera
nos ofrece una tasa de interés anual de r por un depésito de medio ano de una cantidad C, es coherente

2 Es posible definir en todo R aquellas potencias cuyo exponente tiene denominador impar
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2 3 4 5

Figura 2.8: Gréficas de las funciones f(z) = z* en rojo, f(x) = x° en verde, f(x) = z* enazuly f(z) =z
en violeta. Obsérvese la diferente forma que tiene la funcién segin el exponente de la funcién sea par o
impar.

denotar la cantidad obtenida al final C'(1 +r)'/2. Si volviéramos a poner el dinero en el depdsito durante
otro medio ano tendriamos C'(1+7)"/2(1+7)'/? y esta cantidad debe ser equivalente a haber puesto todo
el dinero durante un afo, es decir, C(1 + ). Por tanto,

Ca+n)'21+n)2=C1+r)

Es decir, (14 7)'/2 es la raiz cuadrada de 1 + 7.

Razonamientos analogos nos llevan a determinar que si con la misma tasa de interés anual hubiésemos
tenido un depdsito mensual el valor final serfa C'(1 4 r)'/'2 y se deduce que (1 + 7)Y/ es /T +r.

Para todo z positivo se define la potencia de z elevado a m/n (con n # 0), y = ™/™, como el tinico
real positivo que verifica y™ = z™.

La funcién f(z) = ™" se define para los nimeros reales no negativos si m/n es positivo y para los
positivos si m/n es negativo. En la ﬁgura se puede observar la forma tipica de las funciones potencias.
Para los exponentes positivos menores que uno la gréafica aparece “mirando” hacia la derecha, mientras
que para exponentes positivos mayores que uno la forma es como la de exponentes enteros positivos.
Algunas propiedades de la funcién potencia para a,b € Q son:

1. z%b = zotb;

2. xa)b ab.

=X ]

—~

e

_ .a—b.
=X N

3.

Ho-l 8

4. 2%/ = ¢/x con a # 0.

2.5. Funciones pares e impares

La funcién f(z) es par si f(—x) = f(z), en consecuencia, el cambio de signo en la variable x no afecta
a la funcion.

Las funciones potencia con exponente par son funciones pares. Otro ejemplo es la funcién valor
absoluto cuya gréfica estd en la figura[2.4] Para la grifica de mds funciones pares vea la figura [2.11
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Figura 2.9: Gréficas de las potencias de exponente negativos. La funcién f(z) = z~! trazada en rojo,
f(x) =272 en verde, f(z) =272 en azul y f(z) = =% en violeta.

La funcién f(z) es una funcién impar si f(—x) = —f(z), en consecuencia, el cambio de signo en la
variable & cambia el signo de la funcion.

Las funciones potencia con exponente impar son funciones impares. Para la grafica de mas funciones
pares vea la figura [2.12

Propiedades:

= El producto de dos funciones pares es par.
s El producto de dos funciones impares es par.
s El producto de una funcién par por otra impar es una funcién impar.

» Una funcién que no tiene paridad definida (no es par ni impar), puede ser descompuesta como la
suma de una funcién par y otra impar.

2.6. Composicién de funciones. Funcién reciproca de otra

2.6.1. Composiciéon de Funciones

Dadas dos funciones f : Dy — Ry g: D, — R tales que el recorrido de g esté contenido en el dominio
de f, Dy, se llama composicién de f con g, fog: Dy — R a la funcién definida por (f o g)(z) = f(g(z))
para todo x en el dominio de g, D,.

Componer funciones no es conmutativo: f(g(x)) # g(f(z)) como se observa en el ejemplo

Ejemplo 2.4. Dados f(x) = 3z — 1y g(x) = 22, ambas definidas sobre toda la recta real, obtén f(g(x))
y 9(f(x))

f(g(z)) = 3(2?) =1 =32 — 1, g(f(x)) = (3z —1)* = 92% — 62 + 1

2.6.2. Funciones reciprocas

Una funcién se dice inyectiva si a cada valor en el recorrido y = f(z) le corresponde una tnica pre-
imagen .
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Figura 2.10: Gréfica de la funcién f(z) = 2'/? en el panel de la izquierda y grafica de la funcién f(x) = 23/2

en el panel de la derecha.
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Figura 2.11: Ejemplos de funciones pares. De izquierda a derecha tenemos las funciones f(x) =1, f(z) =
2?2y flx) =1—22% + 2%

La funcién g se dice que es la inversa o reciproca de f si f(g(x)) = x para todo z en el dominio de g y
g(f(z)) = x para todo z en el dominio de f. La funcién reciproca de f se denota por f~1.

La regla para obtenerla (si existe), consiste en invertir la relacién algebraica existente originalmente:
y = f(x) y despejar la variable x para obtener x = f~!(y). Posteriormente (convencién para cualquier
funcién), se sustituye variable independiente por dependiente: y = f~!(x). En el ejemplo se puede
observar esta técnica.

Recuerda que y = f~!(x) significa * = f(y) vy que las funciones f y f~! verifican f(f~(z)) =z =
7).

Las graficas de funciones reciprocas f(x) y f~!(z) son simétricas con respecto a la recta bisectriz y = x.
Teorema 2.1. Una funcién tiene inversa si, y sélo si, es inyectiva.

La funcién f : [0,400) — R definida por f(z) = 2™/™ con m y n enteros positivos tiene por funcién
inversa f~!: [0, +o0) dada por f(x) = 2™/™.

Una observacién un tanto sutil: La funcién f : R — R definida por f(z) = x* no tiene inversa, ya
que no es inyectiva. Sin embargo, la funcién f : [0, +00) — R definida por g(z) = 2? tiene por inversa
g Hz) =22 = /2. Vea la ﬁgura

2

Ejemplo 2.5. Calcular la inversa de y = f(x) =22 —3 (y = f(x))
Despejando la variable x llegamos a que
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Figura 2.12: Gréfica de funciones impares. De izquierda a derecha tenemos las funciones f(z) = «z,
flx)=23y f(z) =2° — 52 + 2.

15 b

05 | R

Figura 2.13: Comparacién de las gréaficas g(x) = 2 y g~ '(x) = /7. Se representa también la bisectriz
del primer cuadrante para que se compruebe la simetria respecto de dicho eje.

Intercambiando variables z e y, tenemos que

z+3

y="—— =7"@)

2.7. Funciones definidas a trozos en economia

En economia hay magnitudes que no pueden ser negativas, pero muchas veces se dan férmulas que
en inicio pueden tomar valores negativos. Por ejemplo, encontramos que la demanda de un producto es
@ = 80 — P donde P es el precio. Queda implicito que si el precio es mayor que 80, entonces la demanda
es nula. Dicha demanda @ se define por trozos de la siguiente formas:

80— P si0 < P < 80;
Q(P)_{o si P> 80.

Ejemplo 2.6. Dados dos consumidores con consumos ;1 = 60 — 2P y Q2 = 100 — 8P de un producto.
Calculemos la demanda total del producto.
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Las dos funciones definidas a trozos son:

60 — 2P 5i 0 < P < 30; 100 -8P si0< P <125
Ql(P)_{ 0 si P > 30; Y QZ(P)_{O si P > 12.5.
100 T T T T 100
80 1 80 -
o
54 3
40 -
20t
0
40 50 0 10 20 30 40 50

Figura 2.14: Gréficas del consumo de los dos consumidores frente al precio del producto.

Sus graficas son mostradas en la figura [2.14] La demanda total, Qr, es la suma de ambas funciones. Hay
que sumar la expresiones de cada funcién separando en cada uno de los intervalos que hay un cambio de
definicién de las funciones Q1 y Q2. Asi, separaremos en tres trozos: (0,12.5], (12.5,30] y (30, 4+00). En
el primer trozo (0,12.5], la funcién @ se define por 60 — 2P y Q2 por 100 — 8P y su suma es 160 — 10P.
En el segundo trozo, (12.5,30], la funcién @ se sigue definiendo por 60 — 2P, la funcién Q2 es nula y su
suma vale 60 — 2P. En el tercer trozo, (30,400), las funciones Q1 y @2 son nulas, con lo que su suma
también. La funcién consumo total queda definida:

160 — 10P si0< P <12.5:
Qr(P)=1{ 60—2P si 12.5 < P < 30;
0 si P> 30.

y su grafica aparece en la figura 2.1

200

150

100

Qr

50 |

40 50

Figura 2.15: Gréfica del consumo total Q7 del producto frente a su precio.



Capitulo 3

Polinomios y funciones racionales.

3.1. Definicién de polinomio. Operaciones.
Se llama polinomio a una funcién definida por
P)=an2" +ap 12" ' +...farz+ap

donde a; para j = 0,...,n son nimeros reales y a, # 0. Los numeros an, @n—1, ..., @1 y ag son
denominados coeficientes del polinomio y a n se le llama grado del polinomio. El coeficiente a, del
polinomio se llama coeficiente principal y el coeficiente ag se llama término independiente. Cada uno de
los sumandos a;z’ se llaman monomios. El dominio de un polinomio es toda la recta real.

La suma de dos polinomios de grado m y n es otro polinomio de grado menor o igual que max{m,n}
donde max{m,n} es el mayor de los dos valores: m y n.

El producto de dos polinomios de grado m y n es otro polinomio de grado m - n.

Ejemplo 3.1. Una cadena televisiva puede retransmitir un partido si tiene los derechos de imagen de
los dos equipos. Queremos medir la utilidad de tener los derechos de x equipos. En este caso el sentido
mds simple para utilidad es que la satisfaccién del abonado a la cadena se mida con el nimero de partido
que puede ver. Cada equipo juega en casa contra otros z — 1 equipos cuyos derechos son poseidos por
la cadena. Por tanto, la funcién utilidad viene dada por U(x) = z(z — 1) = 2% — 2 y se trata de un
polinomio.

Relacionado con este ejemplo esta el valor de las redes de telecomunicacién y un razonamiento similar
al anterior es lo que se conoce como ley de Metcalfe. Evidentemente, el tema no es tan sencillo y existe
bastante polémica sobre la forma de valorar las redes de telecomunicacion.

Ejemplo 3.2. Si en un depdsito cuya tasa de interés anual es r ingresamos a primero de los anos 2005,
2006 y 2007 la cantidad de 2000€, la cantidad al final del ano 2007 es

C(r) = 1000(1 4 ) + 1000(1 + ) + 1000(1 + )3 = 10003 + 40007 + 60007 + 3000.

Por tanto, el capital obtenido es un polinomio respecto de la tasa de interés.

3.2. Division euclidea de polinomios

Teorema 3.1. Sean Py () dos polinomios tales que el grado de P es mayor o igual que el de ). Entonces,
existen dos tnicos polinomios ¢ y r tales que

P(z) =q(2)Q(z) + r(x) para todo z € R (3.1)

y el grado de r es menor que el de Q.
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La expresién (3.1 se puede escribir de la forma
P(z) r(z)
Q(z) Q(x)

A g(z) se le llama cociente de la divisién P(x)/Q(x) y a r(zx) se le llama resto.
Sir(z) =0 en (3.1) decimos que Q(z) es un divisor de P(x) o que P(z) es divisible por Q(x).

=q(x) + si Q(z) # 0.

3.2.1. Algoritmo general de divisiéon euclidea

Veamos sobre un ejemplo el funcionamiento del algoritmo. Sean P(z) = 623 +2r—3y Q(x) = 222 + 1.
Dividimos los dos monomios con mayor potencia (6x)/(22%) = 3z y escribimos dicha cantidad en el
cociente. Multiplicamos el resultado de la divisién anterior por el divisor Q(z), obteniendo (3z)Q(x) =
62° + 322, le restamos a P(x) dicha cantidad y obtenemos P;(x) = —322 + 2z — 3. Obsérvese que tras

estas operaciones se puede escribir
P@) _, . PG
Q(z) Q(z)
y el grado del polinomio P; es una unidad menor que el grado de P. A continuacién se le aplica el
mismo algoritmo a P;(z) y as{ sucesivamente hasta tener un polinomio de grado menor que Q(z) en el
numerador. Vea la figura para una descripcién completa del algoritmo. En este caso el cociente es

3z — % y el resto %:z: — 3. Esto significa que podemos escribir

P(x) 623 +22 -3 3 fz-3
= =3z — -
Q(x) 202+ 2 22+

Para comprobar que la divisién es correcta sélo necesitamos operar en el segundo lado de la igualdad
para comprobar que efectivamente son iguales.

Figura 3.1: Algoritmo de divisién euclidea para los polinomios P(z) = 622 + 2z — 3 y Q(z) = 222 + .

Ejemplo 3.3. Dividimos el polinomio 22 + 3z + 1 entre = + 1.

22+ 3z —1 rz+1

224+ 2 x+2
2x —1
22 42
-3
Por tanto, w:ac—&—Q—i
z+1 z+1
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Ejemplo 3.4. Dividir el polinomio z* — 422 + = + 1 entre 23 + 22 — 42 — 4.
x? —4x%+ r +1 ‘ 22+ 2% —dr—4
2t + 3 -4’ —4x r—1

—z3 +5x +1
— 23— 2’44z +4

2+ x —3

2t =4+ +1 224z —3
Por tant =xr—1 .
or tanto, 3+ 22 —4xr—4 v +x3+$2—4x—4

3.2.2. Algoritmo de Ruffini

Se puede efectuar la divisién euclidea cuando dividimos un polinomio P(z) entre un binomio Q(z) =
x — ¢ mediante un procedimiento mas rapido que el algoritmo general que acabamos de describir. Sean

P(z) = ana" + ap_12" ' + ...+ ayz + ao,
el resto es un nimero real r y el cociente
q(x) = by 12" F by 0z 4.+ by + by
Realizamos el producto g(x)(z — xo)

P(z) = q(z)(x —20) + 7 = (bp_12™  + by _0x™ 2+ ...+ byx +bo)(x —20) +7 =
=bp_12" + (bn_g — bn_ll’o)fn_l + (bn_z — bn_3$0)1‘n_2 + ...
R (b2 — blil,'()).'lﬂ2 + (bl — boxo)m + (7’ — b()(L‘())
Tgualando los coeficientes de los dos polinomios.
bp—1 = ay

bn72 =ap_2+ bnfle
bp—3 = Gn—2 + bp_2x0

Uy = bn—l
Up—1 = bn72 - bnfle
Up—2 = bp_3 —by_2m0

by = ag + boxg
bo = a1 + bixg
r = ag + boxg

g = b1 — bQSL'O
a; = byo — b1z
apg =T — bQ.T()

FOie il

La relacién de férmulas anteriores permite obtener los coeficientes de cociente y el resto sucesivamente.
A la hora de efectuar el algoritmo con ldpiz y papel es habitual escribirlo en el orden que se indica en la

figura 3.2

an an—1 an—2 o az ai ag

0 —» b1 70 —»bp—2 7o —> —> baxg —> b1z — boxo

bnfl

Figura 3.2: Algoritmo de Ruffini para la divisién por un binomio.
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Ejemplo 3.5. Didivir el polinomio 2% + 322 + 2z + 1y z — 2.

13 2 1
2 2 10 24
|1 5 12 [25

Por tanto, podemos escribir

3432242 1 25
x° + 3x° + 2x + 2 i Bra124 22
xr—2 xr— 2

Ejemplo 3.6. Didivir el polinomio 2% + 222 + 3z +4y = — 2.

1 2 3 4
2 2 8 22
|1 4 11 [26
lo que significa que
3 4222 4 2
z° + 22° + 3z + — 2% b dr 411+ 6
Tz —2 T —

Ejemplo 3.7. Didivir el polinomio 22 4+ 3z 4+ 1 y x + 1. Obsérvese que se trata de repetir el ejemplo
por otro método

1 3 -1
-1 -1 -2
1 2 [-3

y queda la misma expresién que en el ejemplo [3.3]

3.3. Raices de un polinomio. Descomposicién de un polinomio.

Se dice que xg es una raiz de un polinomio P si P(zg) = 0.

Teorema 3.2. Si los coeficientes del polinomio P son enteros, el coeficiente principal de P es uno y P
tiene una raiz entera, entonces dicha raiz es un divisor del término independiente.

Teorema 3.3. El polinomio P(xz) es divisible por z — a si, y s6lo si, a es una raiz del polinomio.

Demostracion. Dividiendo el polinomio P(x) entre  — xy tenemos que P(z) = q(x)(x — zo) + r. Susti-
tuyendo en x = xq se tiene que P(xg) = r, con lo que xq es raiz si, y sélo si, r = 0. O

Una raiz zg de un polinomio P se dice que su multiplicidad es mayor o igual que m si existe un
polinomio Q(x) tal que P(z) = (z — x0)™ Q(x), es decir, si (z — x¢)™ es un divisor de P(zx).

Teorema 3.4. Un polinomio de grado n tiene a lo mas n raices contando cada raiz como indique su
multiplicidad.

Teorema 3.5. Si un polinomio P de grado n tiene n raices reales (contando cada raiz tantas veces como
indique la multiplicidad), entonces se puede factorizar como producto de polinomios de primer grado, es
decir,

P(x)=an(x —x1)(x —22) -+ (x — )

donde a, es el coeficiente principal del polinomio y x1, x2, ... x, son las raices reales del polinomio
repetidas tantas veces como indica su multiplicidad.

Un resultado fundamental de las matemaéticas es el conocido como teorema fundamental del dlgebra en
el que se afirma que todo polinomio se puede escribir como producto de polinomios de primer y segundo
grado.
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Ejemplo 3.8. Factorizar el polinomio P(z) = 2% + 2% — 42 — 4.

Buscamos la raices entre los divisores del término independiente que son +1, +2, y +4. Tenemos que
P(1) =13¥+12-4-1—-4 = —6, con lo que z = 1 no es raiz. Probamos con z = —1, P(-1) =
(-1 +(-1)2—4(-1)—4=—-1+1+4—4=0; com que = —1 es una raiz de P. Dividimos por z — 1
para extraer dicho factor. Apliquemos el algoritmo de Ruffini

1 1 -4 -4

Podemos escribir P(z) = (x — (—1))(2? — 4). Para factorizar 2% — 4 resolvemos la ecuacién 22 — 4 = 0
que tiene por raices x = +2. Por tanto, la factorizacion es

Pz) = (z+ 1)z - 2)(z +2).

Ejemplo 3.9. Factoriza el polinomio P(x) = 23 + 32% — 4.

Intentamos con los divisores del término independiente: +1, +2 y +4. Probamos si « = 1 es raiz, P(1) =
134+3-12 -4 =0, con lo que & = 1 es raiz. Dividimos el polinomio P por z — 1 usando el algoritmo de
Ruffini:

130 —4
1 1 4 4
|1 4 4]0

Tenemos la factorizacién: P(x) = (z — 1)(2? + 42 + 4). Resolvemos la ecuacién de segundo grado z? +
4x + 4 = 0 y obtenemos que x = —2 es una raiz doble. Por consiguiente la factorizacién es:

P(z) = (z = 1)(z = (=2))* = (z — 1)(z + 2)*.

3.4. Funciones racionales

Una funcién que es el cociente de polinomios se llama funcién racional. Dados dos polinomios P(x)
y Q(x), la funcién definida por f(z) = P(x)/Q(x) es una funcién racional. El dominio de las funciones
racionales son todos los niimeros reales salvo las raices del denominador.

Si el grado del polinomio numerador es menor que el grado del polinomio denominador se dice que es
una funcién racional propia. En caso contrario, se dice que es una funcién racional impropia. El teorema3.1]
(del resto) afirma que toda funcién racional impropia se puede escribir como la suma de un polinomio y
una funcién racional propia.

La manipulacién de las funciones racionales es béasica para comprender los modelos mas simples de
dindmica de poblaciones.

3.5. Descomposicién en fracciones simples

Sea P(x)/Q(x) una funcién racional propia y cuyo denominador () sea posible factorizar como pro-
ducto de polinomios de primer grado Q(z) = (x — a1)(xz — a2) -+ (z — a,) donde a; son las raices del
denominador.

3.5.1. Descomposiciéon con todas las raices del denominador reales y distintas

Hacemos siguiente identificaciéon

P(.’L‘) Al Az An
+ ot
Qlx) z—a1 x—ay T — anp
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y determinamos los coeficientes indeterminados A; efectuando en primer lugar la suma de las fracciones
simples:

P(z) Ai(z—a2) - (x—an)+Ax—a1) - (x—an)+ -+ Az —a1) - (x —an_1)

Q(z) Q(x)

2 +x-3
a3+ a2 —4dx —4
En el ejemplo [3.8| vimos que la factorizacién del denominador era 2% + 2% — 4z —4 = (z —2)(z +2)(z + 1),
y, por lo tanto,

Ejemplo 3.10. Descomponer en fracciones simples la funcién racional

w3 4+22—dr—4 -2 x+2 z+1 (x=2)(z+2)(x+1)

Identificando numeradores se tiene que
P2t —-3=A(x+2)(x+1)+ Ax(z — 2)(z + 1) + A3(z — 2)(x +2)

Para z = 2, serd 3 = 124, para x = —2, — 1 =4A,, y para x = —1, — 3 = —3Aj3. Del sistema

3:12141,
—1=4A,,
—3=—3A43,
obtenemos A; = %l, Ay = —%, Az = 1. De ese modo, la integral descompuesta en fracciones simples queda
22 +x-3 1 1 1 1 1

x3+x2—4x—4_Zx—2_1x+2+x+1'

3.5.2. Raices reales multiples

Si el denominado tiene también raices miltiples del tipo (z — b)*, por cada una de ellas afiadimos a
la suma de fracciones simples del caso anterior las siguientes:
By By By,
G-t w0

224+ x+3
3+ 332 — 4’
En el ejemplo [3.9] vimos que la factorizacién del polinomio es 2% + 322 — 4 = (z + 2)%(z — 1).
La descomposicién en fracciones simples con coeficientes indeterminados resulta

Ejemplo 3.11. Calcular

>+ +3 A By By A(x+2)2 + By(x — 1)(x +2) + Ba(x — 1)

P32 -4 -1 @+2) @r2? @Dz +2)2

Identificando numeradores: 22 +x + 3 = A(z +2)? + Bi(x — 1)(z +2) + Ba(x — 1). Paraxz =1, 5 = 94
para © = —2, 5 = —3B,, y (por ejemplo) para x =0, 3 = 44 — 2By — Bs. El sistema resultante es

5=94,
5=—3DB,,
3=4A — 2B, — B,

de donde A = g, By = %, y By = —g. Finalmente,

22 +z+3 5 1 4 1

x3+3x2—4_§x—1+§x+2

1
(@+2)7

9
3



Capitulo 4

Limites. Continuidad. Sucesiones.
Series

4.1. Concepto intuitivo de limite de una funcién en un punto
La definicién rigurosa de limite que aparece en los libros de Anélisis Matematico es

Se dice que el limite de la funciéon f en x = a es L si para todo € > 0 existe un § > 0
(dependiente de a y de ¢€) tal que |f(z) — L| < e para todo x # a y |x —a| < 4.

Comprender y aplicar la definicién es complicado. Afortunadamente, salvo que se quiera comprender

la demostracién de los teoremas, la idea intuitiva de limite es suficiente para comprender el concepto y las
4

. . L . o . . . 5 —1

técnicas de cdlculo de limites. Veamos la idea intuitiva con un ejemplo simple: la funcién f(x) =

no estd definida en el uno. Sin embargo, viendo la grifica y la tabla de valores en la figura [4.1] resulta
obvio que al acercarse la variable x hacia valores cercanos a uno, las imagenes se aproximan a cuatro. En
este caso decimos el limite de f(x) en 2z = 1 vale 4 y lo denotamos por lim1 f(z) =4.

xr—

A la izquierda de x = 1 A la derecha de x = 1

X f(x) X f(x)

0.9 3.439 1.1 4.641

0.99 3.940399 1.01 4.060401

0.999 | 3.994003999 1.001 | 4.006004001

0.9999 | 3.99940004 1.0001 | 4.000600040001
zt—1

Figura 4.1: Tustracién del concepto intuitivo de limite para la funcién f(z) = enx = 1.

Es importante resaltar que el valor del limite no depende del valor de la imagen en dicho punto, sino
de los valores que toma la funcién alrededor del punto. Sin embargo, como se ve en el proximo apartado,
en muchos casos se obtienen los limites calculando el valor de la funcién en dicho punto.

1
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4.1.1. Limites y sus propiedades

Los siguientes resultados se obtienen usando la definicién de limite.

Teorema 4.1. Si los limites lim f(z) = L y lim g(z) = K son dos ntimeros reales, entonces

r—a r—a

1. lim k f(z) = k L; 3. lim f(a)g(x) = LK;
2. hln flx)+g(x) =L+ K; 4. Si K # 0, entonces h’mM:E.
xr a Jm g(x) K

Teorema 4.2. (Limite de funcién compuesta) Si f y g son funciones tales que lim g(z) = Ly h'mL flx) =
r—a xr—

K entonces lim f(g(z)) = K.

Teorema 4.3. Si P es un polinomio, entonces el limite del polinomio cuando en el punto a es P(a), es
decir,
lim P(z) = P(a)

r—a

Teorema 4.4. Sea r > 0, entonces lim 2" = a".

r—a

Una consecuencia importante de los resultados anteriores es que el limite de polinomios, funciones
racionales y funciones radicales se obtienen por sustitucién, alli donde se puedan evaluar.

o — 9\ /2
Ejemplo 4.1. Calcular ilig (x n 1) .

Por lo visto en los resultados anteriores, si en una funcién racional, o incluso con radicales, podemos
sustituir el valor donde se toma limite “sin problemas” (el denominador no se anula), entonces dicho

valor es el limite.
) o — 2\ /2 3_9 1/2 N2 g
lim = — == =,

Si el limite del numerador es diferente de cero y el denominador es cero, entonces el limite no existe.
Cuando el limite del numerador y del denominador es cero, tenemos una indeterminacién del tipo 0/0
para calcular el limite se aplican técnicas especiales.

La primera técnica para resolver indeterminaciones que se muestra en los ejemplos y se aplica a las
funciones racionales y consiste en cancelar factores comunes en numerador y denominador

2
Ejemplo 4.2. Calculemos el limite de f(z) = v
x

-1
il cuando la variable x tiende a —1.

Observemos que para x = —1 no esta definido el valor. Sin embargo, para x # —1 simplificamos
21 -1 1
f(x)zm :(x )@+ )::v—l.
z+1 z+1

Con lo que la grafica de dicha funcién es y = 2 — 1 salvo el punto (—1,—2) aparece en el panel izuierdo
de la figura Intuitivamente cuando nos acercamos a x = —1 el valor de y serd —2. Asi escribimos

h'mlf(x) = -2

4,3, .2
: . tad a4 —4 ,
Ejemplo 4.3. Calcular el limite de f(z) = S e e cuando z tiende a uno.
T —
Tenemos una indeterminacién 0/0. Dividimos el polinomio z# + 2 4+ 2% + z — 4 entre z — 1 utilizando el

método de Ruffini

1111 —4
1| 1.2 3 4
12 3 4]0
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Lo que significa que z* + 2% + 22 +2—4 = (z —1)(2® +22% + 3z +4). Podemos resolver la indeterminacién.

L ot —4 0, (z—1)(2% + 222 4 32+ 4)
lim = lim

z—1 r—1 z—1 r—1

= h’ml 234222 4+3x+4 = 13421243144 = 10.

Otra técnica para resolver indeterminaciones es intentar racionalizar el numerador o el denominador
de la funcién. Si en el numerador o denominador tenemos un expresién de la forma /a + b, multiplicamos
numerador y denominador por /a — b. Veamos un par de ejemplos de esta técnica.

-1
Ejemplo 4.4. Calcule lim e
r—1 xr + 3—2
Al sustituir el valor z = 1 en el numerador y en el denominador, comprobamos que se trata de una

indeterminacién del tipo 0/0. Para resolverla multiplicamos numerador y denominador por vz + 3 + 2
, x—1 , z—1 Vx+3+2 . (z=-1)(Wz+3+2) , (—-1DKWz+3+2)
Iim — = lim = lim = lim

e—l\/x+3-2 a=1\z+3-2Vx+3+2 2—1 (Ya+3)?-—22 z—1 z—1
Cancelamos factores comunes en numerador y denominador

lm (z—1D(Hx+3+2)

r—1 {E—]_

:h'ml\/x—l—3+2:4.

2
Ejemplo 4.5. Calcular el limite de f(z) = % _aa

Al sustituir tenemos una indeterminacién cero partido cero. Dividimos y multiplicamos por v/z + a.

cuando z tiende a a?.

_ 52 2 )
i 220 g B VEEe e @ d)WERG e VaTta= ] +a.
rz—a? \/T — Q r—a? x—aﬁ—f—a r—a? T —a? z—a?

4.1.2. Limites laterales

Decimos que el limite por la izquierda de la funcién f(z) cuando tiende hacia a es L si cuando nos
aproximamos a a con valores de z menores que a, entonces las imagenes de a se acercan a L. Lo denotamos
por lim f(z) = L.

r—a—

La definicién del limite por la derecha es andloga y se denota por lim f(x) = L.

r—a

Teorema 4.5. Sea f es una funcién definida en un intervalo abierto que contiene a un punto c. El limite
de f(x) cuando z tiende a ¢ vale L si, y sélo si, los dos limites laterales coinciden, es decir,

h'm+ f(z)= lm f(z)=L.

. .. T .. . .,
Ejemplo 4.6. La funcién f(x) = — es una funcién definida por trozos que se puede expresar también

||
fx) =

Se observa en el panel derecho de la figura que cuando nos acercamos al cero por la izquierda la
funcién vale —1, asf el limite por la izquierda diremos que vale —1 y lo denotaremos por (z — 07)

como
-1 siz <0
1 six > 0.

lim — =-1

z—0~ |l'| o
Anslogamente el limite a la derecha, lo denotaremos por x — 0%
x

lim — =1.
z—0+ |x]

Ejemplo 4.7. La funcién f(z) = 1+ /5 — x tiene un tunico limite lateral cuando x tiende a cinco, ya
que la funcién no existe para los valores de = > 5. Se escribe lim 1++v5—z =1

r—5~



CAPITULO 4. LIMITES. CONTINUIDAD. SUCESIONES. SERIES & cru iz

15 F
1f
1 O
of
05
1 0
05
2
1 O
3fk
5+

Figura 4.2: En el panel de la izquierda rafica del ejemplo y en el panel de la derecha grafica de la
funcién signo en ejemplo

4.1.3. Limites infinitos

Diremos que el limite de una funcién f(z) cuando x tiende hacia a es infinito positivo (+00), si cuando
nos acercamos hacia el valor a, entonces la funcién toma cada vez valores mayores de forma no acotada.
De forma rigurosa se puede expresar:

Se dice que el limite de la funcién cuando x tiende hacia a es +oo, si para todo M > 0
existe un ¢ > 0 (dependiente de a y de M) tal que f(xz) > M para todo z tal que |x —al < ¢

y T # a.
Es posible una definicién andloga para limites con valor —co. Cuando se escribe lim f(z) = oo sin
r—a

especificar el signo queremos decir que cuando nos acercamos hacia a el valor absoluto de la funcién toma
cada vez valores mayores. Es decir, escribir lim f(z) = co es lo mismo que lim |f(z)| = +oo.
r—a r—a

Es importante comentar que en estos casos cuando decimos que un limite vale infinito lo que queremos
expresar es la causa de la no existencia del limite. Afortunadamente, no es necesario aplicar las definiciones
para calcular los limites y basta con aplicar el teorema [4.6] y

x
Teorema 4.6. Si el limite lim f(z) #0 y lim g(z) = 0, entonces lim f@) =00
T—a r—a r—a g(x)

La determinacién de +00 6 —oo debe hacerse con el estudio del signo del cociente f(x)/g(z) alrededor
del punto.

Si algun limite lateral de f(x) tiende a infinito cuando z tiende a a decimos que = = a es una asintota
vertical de la grafica de f.

4
Ejemplo 4.8. Calcular limite de f(z) = W cuando z tiende a 2.
z —

Como el numerador tiende a cuatro y el denominador a cero sabemos que el limite es infinito por teore-
ma Para ver el signo nos fijamos en los laterales del punto. Para x a la izquierda del 2, tenemos que
x — 2 es negativo y 1/(z — 2)% también. Por tanto, el limite por la izquierda es

4

Iim —— = —oc0.
o (w2 >

Para x a la derecha del dos, tenemos que = — 2 es positivo con lo que 1/(x — 2)3 es positivo. Asf,

T
el e A

Por tanto, la funcién f tiene asintota vertical en x = 2. Vea el panel izquierdo de la figura 4.3
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24z

——— vy aclarar su comportamiento por
22(1 —x)

Ejemplo 4.9. Calcular las asintotas verticales de f(z) =

los laterales.
Las asintotas de un funcién racional se encuentran en los puntos donde se anula el numerador y no el

denominador. Por tanto, las asintotas verticales son las rectas xt =0y z = 1.
Cerca de = = 0 los tres factores (2, 2 +z y 1 — x) que aparecen son positivos, con lo que la funcién
es positiva alrededor de x = 0. Podemos afirmar que h’n}) f(x) = 4o0.
xTr—>

A la izquierda de = 1 tenemos que los tres factores son positivos, con lo que f(z) es positiva a la
izquierda del unoy lfm f(x) = +oc. Sin embargo, a la derecha del uno los factores x? y 2+x son positivos,
r—1-

mientras que 1 — x es negativo. Por tanto, f(z) es negativo a la derecha del uno y lim+ f(x) = —0c0. Vea
r—1

el panel izquierdo de la figura [£.3]

4 24+

Figura 4.3: Gréficas de las funciones f(x) = ——— vy f(x)

(z—2) - 22(1+x)

Teorema 4.7 (Algebra del limite). Si lim f(z) = +oo y lim g(z) = K, entonces
r—a

Tr—a

1. lim f(z) + g(z) = 400

r—a

2. Si K > 0, entonces lim f(x)g(z) = +o0.

r—a

3. Si K <0, entonces lim f(z)g(x) = —oc.

T—a

4. Si K = 0, entonces no sabemos el resultado del limite (indeterminacién).

Si lim f(z) = 400 y lim g(x) = +00, entonces

r—a

1. ill}I}L f(x)+ g(z) = o0

2. lim f(z) — g(z) es una indeterminacién.
r—a

3. lim f(x)g(z) = +oo.

r—a
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4.2. Concepto intuitivo de limite de una funcién en el infinito

Se dice que el limite de la funcién f(x) en el infinito positivo (+00) es L, si cuando tomamos cada vez
mayores valores de la variable independiente x, las imdgenes de la funcién se acercan a L. La formulacién
rigurosa de este concepto es:

El limite de la funcién f(z) cuando z tiende a +o0o es L, si para todo € > 0 existe un
M > 0 (dependiente de €) tal que |f(z) — L| < € para todo x > M.

Se tiene una definicién andloga para limites en el infinito negativo.

Para el calculo de los limites en el infinito s6lo necesitamos el teorema [4.8 y conocer que se verifica el
mismo algebra de limite que en el limite puntual (teoremas y. Basta sustituir en estos a = +00
6a=—00.

Se dice que f tiene una asintota horizontal la recta y = L si xgrfoo flx)=L6 xgmoo f(z)=1L.

Teorema 4.8. Sir es un ndmero racional positivo, entonces lim 1/z" = 0.
r——+0o0

20 —1
Ejemplo 4.10. ;A qué tiende f(x) = :v+ T cuando z tiende hacia infinito?
x
Si dividimos numerador y denominador por x (no podemos dividirlo si = 0, pero este valor estd lejos

del limite), obtenemos

1

—
fla)= —2
14—

X

El numerador tiende a 2 y el denominador a 1. Asi, la funcién tiende a 2

1

9_ =
lim 317:2

T

Dada una funcién racional cuyo grado del denominador es una unidad mayor que el grado del deno-
minador, al cociente de la divisién euclidea se le llama asintota oblicua La asintota oblicua determina el
comportamiento de la funcién en el infinito y se puede observar como la funcién se “parece” cada vez
més a dicha recta cuando nos acercamos al infinito.

ot — 42?441

23+ 22 —4x — 4

En el ejemplo vimos que el cociente era x — 1. En la figura puede observarse como la funcién se
parece cada vez mas a la recta y = x — 1 que es la asintota oblicua.

Ejemplo 4.11. Calcular la asintota oblicua de f(z) =

4.3. Continuidad

4.3.1. Continuidad

Una funcién f(z) definida en un intervalo abierto que contiene a un punto ¢ se dice continua en x = ¢
cuando

1. Existe el limite lim f(z)

Tr—cC

2. El limite lim f(z) vale f(c).

Tr—cC
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10

-10
-10

Figura 4.4:

Una funcién f(x) definida en el intervalo [a, b] se dice que es continua en z = a si

lim_f(z) = f(a)
r—a
Anadloga definicién se tiene para el extremo x = b.

Sea I un intervalo abierto de ¢ y f una funcién definida en I salvo quizas el punto c. Si los limites
laterales coinciden se dice que hay una discontinuidad evitable. Un ejemplo de discontinuidad evitable es
la vista para f(z) = (22 —1)/(z+1) en z = —1 vista en ejemplo Si los limites laterales existen, pero
no coinciden se dice que hay una discontinuidad de salto finito, por ejemplo, la funcién f(z) = x/|z| vista
en el ejemplo [£:6] En caso de que algin limite lateral valga infinito se dice que es una discontinuidad de
salto infinito como ocurre para f(x) = 4/(z — 2)3 para = 2.

Figura 4.5: Ejemplo de discontinuidad que no es ni evitable ni de salto finito.

Teorema 4.9. Sea ¢ un punto en un intervalo donde esté definida la funcién f

1. Si f(z) es continua en x = ¢, entonces k f(z) es continua en z = c.
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2. Si f(x) y g(z) es continua en = = ¢, entonces f(x) + g(z) y f(x)g(z) son continuas en x = c.
3. Si f(x) y g(z) es continua en x = ¢ con g(c) # 0, entonces f(x)/g(x) es continua en x = c.
4. Si f(x) es continua en z = g(c) y g(x) es continua en x = ¢, entonces f(g(x)) es continua en z = c.

Teorema 4.10 (Teorema del valor intermedio). Si f(x) es una funcién continua definida en el intervalo
[a,b] v k un ntmero intermedio de f(a) y f(b), entonces existe un ¢ en [a, b] tal que f(c) = k.

a Cy Cop Ca3 a b

Figura 4.6: En la grafica observamos que el valor k; tiene una unica preimagen, c;, mientras que el valor
ks tiene tres preimagenes ca 1, C2.2 ¥ C2,3.

4.4. Sucesiones. Limite.

En el lenguaje corriente, una sucesiéon es una ordenacién de elementos. En matemadticas se define

sucesion como una funcién cuyo dominio son los numeros enteros mayores que una cantidad ng. La
sucesién se denota por (an)n>n,. Cuando no se expresa el ng se sobreentiende que el ng = 0. Por
conveniencia a la hora de trabajar se emplea el término general o término n-ésimo de la sucesién que
denotamos por a,. Por ejemplo, para dar sucesiones simplemente escribimos a, = n?, b, = 2" — 3" y
cn = 1/(1+n?).
En algunos casos los términos de una sucesion se definen utilizando el término precedente de la sucesién.
En este caso, decimos que es una sucesién definida por recurrencia. En este caso es necesario dar el valores
del primer término de la sucesién. Un ejemplo es a,+1 = (n 4+ 1)an, con n > 0y ap = 1. El término
n—ésimo de la sucesion se llama factorial de n y se denota por n!. Para n > 1, n! es el producto de los n
primeros enteros positivos y 0! = 1. Los primeros términos de la sucesién son

0l'=1, =1, 20 =2, 3l =6, 4! =24, 5! =120, 6! = 720, 7! = 5040
8! = 40320, 9! = 362880, 10! = 3628800, 11! = 39916800, 12! = 479001600
Una sucesién (an)n>0 de numeros reales, diremos que tiene por limite un nimero real —oco < L < 0o si
una vez que n ha excedido un determinado valor suficientemente grande, digamos N, todos los términos

de la misma permanecen arbitrariamente cerca del nimero L. Cuando esta condicién se cumple decimos
que la sucesién es convergente y que su limite es L y escribimos de manera formal

lim a, = L.
n—oo
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En el caso de que no exista el limite diremos que la sucesién es divergente.

La definicién rigurosa y que en la practica no emplearemos, afirma que (a,)n>o tiene por limite L, si

para todo € > 0 es posible encontrar un nimero N (dependiente de €) de forma que |a, — L| < € para

todon > N.

Teorema 4.11. Sea L un nimero real. Sea f una funcién de una variable real tal que lim f(z) = L. Si
Tr— 00

a, = f(n), entonces lim a, = L.
n—oo

Teorema 4.12. Si lim a, = Ly lim b, = K, entonces
n—oo n—oo

1. lMm (a, +b,) =L+ K; 3. nlin;o(an b,) = LK;
2. lim ca, =cL; , CL":£ )
n—00 4. nlgr;o b K si K # 0.

Teorema 4.13. Si lim a,, = L, entonces lim a,4+n = L.
n—oo n—oo
El resultado nos dice que para el valor del limite no importan los primeros términos de la sucesién.
Por eso, en los resultados sobre limites sélo nos importa que esté definida para todo n > N para algin
N entero.

Teorema 4.14 (Encaje de sucesiones). Si lim a, = L = lim b, y existe un entero N > 0 tal que

n—oo n—oo
an < ¢, < b, para todo n > N, entonces
lim ¢, = L.

n—oo

Teorema 4.15. Si lim |a,| = 0, entonces lim a, = 0.
n—oo n—oo

Una sucesion (a,)n>0 €s creciente si sus términos verifican a; < aj41 para todo j > 0. Una sucesién
(an)n>0 es estrictamente creciente si sus términos verifican a; < ajy1 para todo j > 0. Una sucesién
(an)n>0 es decreciente si sus términos verifican aj+1 < a; para todo j > 0. Una sucesién (an)n>0 €8
estrictamente decreciente si sus términos verifican aj41 < a; para todo 7 > 0. Una sucesién se dice que
es monotona si es creciente o decreciente.

Una sucesién (a,)n>0 se dice acotada superiormente si existe un nimero real M tal que a,, < M para
todo n > 0. El ndmero M se llama cota superior. Una sucesion (an)n>o se dice acotada inferiormente si
existe un numero real N tal que N < a,, para todo n > 0. El nimero N se llama cota inferior. Se dice
que es acotada si es acotada superior e inferiormente.

Teorema 4.16. Una sucesién monétona y acotada es convergente.

Ejemplo 4.12. Los limites los calculamos, basicamente empleando el argumento

lim — =0.

n—oo N,
Es del mismo modo evidente que a, = (—1)" es divergente. Por otro lado se puede demostrar que
lim 2" =0si -1 <z <1,y que (2"),>0 es divergente para z < -1y z > 1.

n—00

4.5. Progresiones aritméticas y geométricas.

4.5.1. Progresion aritmética

Se llama progresion aritmética de diferencia d y término inicial ag a una sucesiéon definida por la
relacién de recurrencia a,+1 = a, + d para n > 0. El término general de la sucesioén es a,, = ag + nd.
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Para determinar la suma de los (n 4 1)—primeros términos, S = ap +aj + ...+ an—1 + ay,, se observa
que la suma de ag y a, es lo mismo que la de a1 y a,_1 y asi sucesivamente

ax + an—, = ag + kd+ap+ (n — k)d = 2a¢ + nd = a,, + ao.

Sumamos la cantidad S con ella misma, pero cambiando el orden de los sumandos, a, +a,_1+...+ai+ag
y obtenemos que 25 = (a,, + ag) (n + 1). Con lo que la suma de los (n + 1)-primeros términos es

(an + ag)(n + 1).

S = 3

(4.1)

4.5.2. Progresion geométrica

Una sucesién geométrica de razén R y término inicial ay es una sucesiéon que se define de forma
recurrente por a,y+; = Ra,. El término general de la sucesion es a,, = ag R".

Sea S, = ap+a1+...+an_1+ay lasuma de los (n+1)—primeros términos de la progresién geométrica.
Si multiplicamos la cantidad por R, obtenemos

RS, =Rap+Rar+...+Rapn_1+Rap,=a1+as+...+an+ ant1-
Si consideramos la diferencia de S,, y R .S,, se tiene que
Sp—RS,=(ao+a1+...+ap_1+an) — (a1 +as+...+an+ any1) =ap — ant1-

Como a, 11 = ap R"*1, al despejar S, se consigue que

ag — ag R 1 1— Rt
1-R 1-R
La progresion geométrica en finanzas
La férmula del interés compuesto sirve para un capital donde los intereses son reinvertidos es
Cy=Ci(1+m)" (4.3)

donde C; es la cantidad de capital inicial, Cy es la cantidad compuesta al final de n periodos de interés
con tasa periddica de interés r. Obsérvese que se trata de una sucesién geométrica de razon R=147ry
término inicial C;.

Hay que distinguir los términos interés anual nominal e interés anual efectivo. Si el ano se compone
de m periodos donde la tasa periddica es r, el interés nominal es mr. El interés efectivo es obtener la
tasa de crecimiento obtenida por nuestro capital al final del ano cuando los intereses de cada periodo son
reinvertidos. Dicha cantidad se calcula con la férmula

re:<1+1) ~1
m

donde r es la tasa de interés nominal. En la asignatura de matemadticas salvo que se diga lo contrario
cuando se habla de interés nos referimos al interés efectivo.

En finanzas el valor del dinero depende del momento en el que nos referimos, ya que el dinero puede
ser invertido a una tasa de interés anuaﬂ , 7. Se dice valor futuro de una cantidad C' a n anos vista es
C (14 r)™. Se llama valor presente de un capital C dentro n afios a C(1 + r)~™ que es el capital que se
necesita invertir para obtener dentro de n anos la cantidad C'.

1 Por simplicidad suponemos la hipétesis (no muy realista) de que la tasa de interés es constante
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Ejemplo 4.13. Supongamos que el valor del tipo de interés es fijo a un 5% anual. Para dentro de diez
anos deseamos asegurar la compra de un bien que valdra 10000€ y dividimos el pago en tres plazos. El
primero se efectiia en este momento por un valor de 3000€, el segundo por 2000€ se efecttia a los cinco
anos y el dltimo plazo lo realizamos un ano antes de la compra. ;Cudl es la cantidad a pagar en el dltimo
plazo?

Los 3000€ de hoy tienen un valor futuro de 3000(1.05)!°€ a los diez afios y los 2000€ del segundo pago
tienen un valor futuro a los diez afios de 2000(1.05)°€, ya que el dinero estd invertido durante cinco afios.
El dltimo plazo se paga una cantidad desconocida, P, que tiene por valor futuro 1.05 P€ al ano siguiente.
La suma de los tres valores futuros debe ser igual a 10000€. En consecuencia, se tiene la ecuacién

3000(1.05)° 4 2000(1.05)° + P 1.05 = 10000

despejando el valor de P se llega a

10000 — 3000(1.05)° — 2000(1.05)°
- 1.05

= 10000(1.05)~" — 3000(1.05)% — 2000(1.05)* ~ 2438.81

Observando la expresién final es un ejercicio interesante calcular dicho valor pensando en el valor del
dinero cuando se ejecuta el tltimo plazo.

Una anualidad es una sucesién finita de pagos hecha en periodos fijos de tiempo durante determinado
lapso de tiempo. El intervalo de tiempo de la anualidad es el término de la anualidad. Un ejemplo de
anualidad es depositar en una cuenta 100€ cada tres meses.

El valor presente de la anualidad es la suma del valor presente de todos los pagos a realizar. Suponemos
que todos los pagos son realizados al final del periodo, lo que se conoce como anualidad corriente. Si la
tasa de de interés del periodo de pago es r y se efectiian n pagos por un importe de P€, entonces el valor
presente de la anualidad, A, es

A=PA+4+r) '+ PA+r)2+.. .+ PA+r) " 4 PA+r)™
Si consideramos R = (1 + 7)™, la expresién anterior se escribe como
A=PR+PR*+...+PR"'+PR'"=P+PR+PR*+...+PR"'+PR"-P

Los n primeros sumandos son la suma de los n primeros término de una progresién geométrica de razén
R y término inicial P. Podemos aplicar la férmula (4.2), obteniendo que el valor presente es

1— Rt R — R"*!
AP PR
Como R = (1+7)7!, se tiene que
4= plz @07 (4.4)
T
La cantidad =0+ "" o denota amr-- Por am, denotamos el valor presente de la anualidad de una unidad

monetaria de duraciéon n periodos a una tasa de interés peridédica r. Esta cantidad es usada para el calculo
de las amortizaciones de los prestamos.

Ejemplo 4.14. Si se pide un prestamo de 1000€ al 6% de interés y se desea pagar mediante una
anualidad durante diez anos. ;Cudl es el precio de la anualidad?

La tasa de interés es r = 0.06. Si la cantidad a pagar anualmente es A, el valor presente de la anualidad
es Aaggo.06 debe ser igual al prestamo pedido 1000. Tenemos la ecuacién 1000 = Aagg 6, con lo que

1000 1000 1000
A= = T - T 135.8679582.. ..
“10l0.06 T 0.06
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4.6. Series.

Cada vez los prestamos hipotecarios duran maés tiempo, con ello se busca menor cuota, pero que
pasaria si se tiene un prestamo a tiempo perpetuo donde la amortizacion estuviese en el final de los
tiempo. Si la cuota del prestamo es A, P el prestamo pedido y r la tasa de interés, entonces igualando el
valor presente de la cantidad presente y la anualidad se tiene

1 1 1 1 1 1 1 1
P=A A A A A A A A
I Aarr M ar e M a o o T ar s ra e e e

Observamos que se trata de una suma de infinitos términos. ;Qué sentido tienen la suma de infinitos
términos? En este apartado daremos un sentido a esta expresion.

4.6.1. Series y convergencia

Una serie de ntimeros reales es una expresién del tipo
ap+ay+ax+az+---+ap+---

en la que se suman todos los términos de una sucesion de numeros reales. Para representar la suma
o0

infinita en forma méas compacta, emplearemos la notacién: E an. El indice del sumatorio n es lo que se

n=0
llama una variable muda, en el sentido que puede ser reemplazada por cualquier otro simbolo sin que por

ello cambie el sentido de la suma, y en consecuencia

oo

o0 o0
anzg aT:...:E .
=0 r=0

n s=0

Consideremos la suma finita de los (n + 1)-primeros términos

n
Sp=ag+ar+az+--+a, =Y a
r=0

o0
a la que llamaremos la n—ésima suma parcial de la serie E an. Las sumas parciales forman una sucesién
n=0
o0
de ndmeros reales Sp, S1,92,...,5,,... con término general S,,. Diremos que la serie infinita E an
. . . . . . . n:0
converge a L si lim S, = L. Si el limite no existe diremos que la serie es divergente.
n—oo
o0 oo
Teorema 4.17. Consideremos dos series convergentes E ap, = Ay E b, = B. Entonces se cumple
n=0 n=0
para cualquier ntimero real k
oo oo
E ka, = kA, E (an +br) = A+ B.
n=0 n=0
>, 2
Ejemplo 4.15. Calcular la suma de la serie geométrica g (—g)k

k=0
La suma de una serie geométrica de razon r viene dada por la férmula

ot () (5) e () -2 0
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es la suma de una serie geométrica de razén r = —2/3, luego

1—(—2/3)"+!

S TE

como lim (—2/3)" = 0, tenemos que
n—oo

1 3
m S, = ———— ==
nooe Tt T 1 (—2/3) 5

en consecuencia la serie converge a 3/5

SO

n=0

oo 1 n
Ejemplo 4.16. Calcular Z (—) .

n=10

n oo n
Del teorema [4.17| tenemos que Z < ) = —0 Z < ) . Por la férmula de la suma de una progresion
n=10 n=0

geométrica (4.2)) tenemos que

1, 1—(1/2)~ n\"
S0 =2 )" _1——1/2_2_<§>

Como lim S,, = 2, tenemos que

n—oo
=~ (1\" 1 ~/1\" 1 1
2 (5) :2T02<§> =552 5
n=10 n=0
o0
Las series de la forma Z r"™ donde |r| < 1 se pueden sumar por el procedimiento anterior y se
n=ngo

conocen como series geométricas.

Hay otro caso de serie que es posible sumar. Se llaman telescopicas a aquellas series en cuya suma
se cancelan términos de forma que es facil expresar facilmente su suma parcial. Para entender como
se producen las cancelaciones cuando es el sumatorio de una funcién racional es necesario efectuar la
descomposicion en fracciones simples vista en el tema anterior.

1
Ej lo 4.17. Calcul _
jemplo acuarz D)
1 1 1 .
Observemos que —— = — — ——. La suma parcial en este caso es
nn+1) n n+1

(
g _ 1 PR S 1 (1 1 N 11 N 11 . 1 1
" 1.2 2.3 n-(n+1) \1 2 2 3 3 4 n n+1l)’

observando que el dltimo término de un paréntesis se cancela con el primero del siguiente paréntesis,

1
escribimos que S, =1 — g y en consecuencia se tiene lim S, = 1.
n—oo
= 1
Ejemplo 4.18. Calcula ————
Jemp war nZ:% n2+4n+3

Hacemos la descomposiciéon en fracciones simples de la funcién racional que aparece en el sumatorio.
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La factorizacién de n? + 4n + 3 es (n + 1)(n + 3). La descomposicién en fracciones simples dejando los

coeficientes indeterminados es
1 B A B

n2+4n+3 n+1 +n+3
De la expresién 1 = A(n+3) + B(n + 1), se obtiene A =1/2y B = —1/2. Asi, tenemos que

o0 o0 o0
I TEE Y 573) "5 (T
n2—|—4n+3 o 2n+1 2n+3 2n:0 n+1l n+3
Las sumas parciales, S,, de i L — L son
P P —\n+l n+3

11+11+11+11++1 1+1 1+1 1
1 3 2 4 3 5 4 6/ T \n—-1 n+1 n n+2 n+1 n+3

Observando que el tltimo sustraendo de cada paréntesis se cancela con el primer término de dos paréntesis

1 1 1 > 1 1 3
la derecha, t Sp=1d+-——"— tomando limite Y (—— — —— ) = . P
@ T qerecha, TEnemos aue T T2 n+3y‘mmnonmen4(n+1 n+3) g "

tanto,
o0

> = (s ) =
n:0n2+4n+3_2n20 n+l n+3) 4

o0
1
Ejemplo 4.19. Calcular Z —
n=1 n
Consideremos la suma parcial Son : Son = 1 4 % + % + -+ 2% Entonces, agrupamos de la siguiente

forma
(ST RE SRy (O N (S S N LR
S 3 4 56 78 on—1 41 on )

1+1 - 1+1 1 1+1+1+1 - 1+1+1+1 B
3 4 4 4) 2 5 6 7 8 8 8 8 8)

asi hasta el final donde
1 P 1 - 1 P 1y 1
on—14 1 on on on ) 27

En consecuencia obtenemos que

Notese que:

1 1 1
52">1+§+§+"'+§—1+§
por lo tanto
lim Son = 400

n—oo

y la serie es divergente. A esta serie se le conoce con el nombre de serie armdnica.

oo
Teorema 4.18. Si la serie E a, es convergente, entonces lim a, = 0.
n—oo
n=0

Demostracion. Nétese que a,, = S, — S, _1, como la serie es convergente

hman—th—thnl—L L=0. 04O

n—oo n—oo
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Consecuencia del anterior resultado es el siguiente teorema

o0
Teorema 4.19 (Criterio de divergencia). Si lim a, # 0, entonces la serie Z an, es divergente.
n—oo
n=0
= 2n
Ejemplo 4.20. Determinar la convergencia de la serie Z
5n + 3
2n 2
Como lim - 75 0 la serie es divergente.
n—oo bn + 3
4.6.2. Comparacion de series
o0
Teorema 4.20 (Criterio de comparacién). Si la serie de términos positivos Z an es convergente y la
n=0

serie Z b, cumple que 0 < b,, < a,, entonces la serie Z b, es convergente.
n=0 n=0

es convergente, ya que 0 < vy Z — es convergente.

o0
Ej lo 4.21. L i
jemplo a serie z::o on oy = 2n

4.6.3. Convergencia absoluta y condicional

Si una serie E a, contiene términos positivos y negativos es convergente y la suma de los valores

n=0
0o 0o

absolutos E |an| es convergente, la serie E an se dice que es absolutamente convergente.

n=0 n=0
o0

Si una serie g a, contiene términos positivos y negativos es convergente y la suma de los valores

n=0
0o e

absolutos Z |ay,| es divergente, la serie Z an se dice que es condicionalmente convergente.
n=0 n=0
oo
Teorema 4.21. Si la serie Z a, es absolutamente convergente, entonces
n=0
oo
1. la serie Z an es convergente
n=0

2. Se pueden reagrupar términos de la serie sin que se altere el valor de la suma.
3. Se pueden reordenar términos sin que se altere el valor de la suma.

Si la serie es condicionalmente convergente este tipo de operaciones no son wvdlidas. De hecho, se
prueba que reordenando la serie sepuede obtener cualquier valor.

Ejemplo 4.22. Emplea el criterio de comparaciéon para determinar la convergencia o divergencia de la
oo
: ="
serie .
El valor absoluto del término general verifica la acotacién

(-~ 1 <1
3n4+1| 341~ 3
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(=D

311 es convergente por el criterio de comparacién (teorema |4.20

o0 1 o0
Como E 3_" es convergente, E
n=0 n=0

oo
_1)n
y la serie Z ?()n +) 1 es absolutamente convergente.

n=1

4.6.4. FEl criterio del cociente

oo
Teorema 4.22 (Criterio del cociente). Si la serie Z a, cumple que a, # 0y que
n=0
a
lim |2t =1,
n—oo an
entonces
oo
1. Si L <1 la serie Z an es absolutamente convergente.
n=0

2. Si L > 1 la serie es divergente.
Comentario al teorema: Cuando L = 1 el limite no nos proporciona ninguna informacién sobre la
(oo} oo
convergencia de la serie. Por ejemplo, E 1 es divergente, E m es convergente como se vio en el
n(n
n=0 n=1

ejemplo y el limite L del teorema es uno.

Demostracion. Supongamos que el limite el L < 1. Entonces podemos fijar un nimero r de forma que
L < r < 1. De la existencia del limite podemos deducir que para n > N se cumple que |an41| < 7|ay].
En consecuencia se tiene

lanta| < rlaniil, lan+s] < rlanse| < r’layial, ...

en general |anm41]| < 7™|an41|. Entonces

[e%S) N 0o N
Dan = ant > an=) an+ Ay
n=1 n=1 n=N+1 n=1

donde Ry es el resto de la suma de la serie. Este resto cumple

oo [e'e)
Bul=| Y au|< Y lanl < lawsal(T+r 02408 40)
n=N+1 n=N+1

como la suma en el paréntesis es una serie geométrica de razén r < 1 el resto es una serie convergente, y
en consecuencia la serie original es absolutamente convergente. Si r > 1, entonces lim,, ., |a,| # 0 y la

serie es entonces divergente. O
e (_1)n+1
Ejemplo 4.23. Determinar por el criterio del cociente si es convergente E . Consideremos
n=1
(_1)n+1
ap = , entonces
|
n!
Gnt1 n! -1

por lo tanto
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por lo que la serie es absolutamente convergente. Con lo que se ha demostrado que Z —y Z —
n! n!
n=1 n=1
son convergentes.
=, (1)
Ejemplo 4.24. Determinar por el criterio del cociente si es convergente Z 5
n
n=1
-1 n+1 a —7’L2
Consideremos a,, = ;7 entonces —+L = luego
n? an (n+1)2
a
lim [t =1
n—oo an

con lo que en este caso no podemos decidir nada.

4.7. Series de potencias. Radio de convergencia.

4.7.1. Series de potencias

Dado un ntmero real xg, se llama serie de potencias centrada en x = xg, a una expresion del tipo
(o)
2
ap+a1(z—xo) +as(x —xo)* + - +an(z —20)" + - = E an (T — x0)"
n=0

siendo los coeficientes de la serie a, son niumeros reales dados. Si empleamos el criterio del cociente,
podemos afirmar que esta serie es absolutamente convergente si

n+1
; Up+1(T — Xo
lim |—2* ( ) <1,
n—oo | ap(xr — xo)"
o de forma equivalente
, An+1
lim |—H | |z — x| < 1.
n—oo (479
Si asumimos que a,, # 0 obtenemos que
|z — zo| < lim
n—00 | Up41

En consecuencia, si existe el limite

=R

lim
n—oo

an+1
entonces la serie es absolutamente convergente para los valores de  que cumplen |z — 29| < R. Esta
desigualdad define el intervalo abierto (zg — R,zo + R) en la cual la serie es siempre absolutamente
convergente. Al nimero R se le conoce con el nombre de radio de convergencia de la serie de potencias
y al intervalo abierto (z¢g — R, z¢ + R) intervalo de convergencia.

Ejemplo 4.25. Encontrar el radio de convergencia de la serie

x2 3 gt > "
e )tz
Tttty ot ;( )

Esta serie de potencias esta expandida alrededor del punto zg = 0 y el n—ésimo coeficiente se escribe
como a,, = (—1)”*1%. Por lo tanto el radio de convergencia de la serie es

n+1
n

(075 .
= lim
n—oo

lim
n—oo

' =
Ap+1
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Consecuentemente el intervalo de convergencia es (—1,1).
Es importante observar que una serie de potencia es una nueva forma de definir funciones. Asi,
o0

n
f(z) = Z(—l)"“x— es una funcién cuyo dominio es el intervalo (—1,1).
n

n=1

De lo visto para la progresiéon geométrica se deduce que

o0

1

f(:n):z:cnzl_x, para — 1<z <1
n=0

coinciden el el intervalo (—1,1). En la figura se puede observar como al ir

— 1
Por tanto, E "y 1

n=0
sumando cada vez mas sumando se parece cada vez mds a 1/(1 — x).

2

14

15+
12

0.8
05

0.6

oo

Figura 4.7: Sumas parciales de la serie de potencia Z 2™ y su suma 1

representadas en el intervalo
x

n=0
(=1,1) en el panel de la izquierda y el (—1/4,1/4) en el panel de la derecha.

o0

1
Ejemplo 4.26. Calcular el radio de convergencia de Z GrpnrT ntl,
n=0

o]
. . 1
Podemos sacar factor comun x de la serie y obtenemos x E o
=0

Wx%, el radio de la serie de potencia

(oo}
1
es el mismo que el radio de potencia de Z —— 2" ya que el radio de potencia determina el intervalo
donde la expresién de la serie tiene sentido. Llamando y = z2, tenemos que respecto la variable y la serie
o0
1
de potencia es Z ———y". A esta expresion le aplicamos la férmula del radio de convergencia:
n=0 2n +3n
11 gn-+1 2\"
IR 2+ 242 (3
R=lm —*=*———=1lm —— = lim —————~2— =2
n— o0 1 1 n—oo 27L+1 n—oo 2 n+1
gl T 3l I+ 1+ (g)

La serie tiene sentido cuando —2 < y < 2. Como y = 22, la serie tiene sentido en el intervalo (—v/2,/2)
y el radio de convergencia de la serie original es /2.



Capitulo 5

Derivada. Reglas basicas de
derivacion

5.1. Concepto de derivada. Marginal

Dada una magnitud econémica y en funcién de otra magnitud z de forma que y = f(z) se llama
tasa media de variacion de f en el intervalo [z1, 23] al cociente de la variacién de la magnitud y entre la
variacion de x, es decir,

Axr  x9 — 11 To — T

Ay: Y2 — 4y f(x2) — f(21)

En la figura se puede observar que la tasa de variacion es la pendiente de la recta que une los puntos
(x1,91) ¥ (22,92)-

Yol -mmmmmmmm e

<

I
I
I
I
l
1

Figura 5.1: Interpretacién gréfica de la tasa de variacion.

Si la magnitud y fuera la distancia recorrida por un mévil y x fuese el tiempo, entonces la tasa de variacién
es de la velocidad media en un lapso de tiempo.

Para conocer la “velocidad” instantdnea (y no la media) con la que cambia una magnitud econémica
y al variar x para un valor x = xg, se trata de tomar un Az tan pequefio como sea posible, lo que nos
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I3

‘velocidad” instantdnea sea definida por

I Ay I f(zo + Az) — f(z0)
Az—0 Ax Az—0 Ax ’

conduce a emplear limites y que dicha

A esta velocidad es a lo que llamamos tasa instantdnea de variacion de la magnitud y respecto z en z = x.
Si consideramos una funcién f sin sentido “fisico” o “econdémico” esta tasa de variacién instantdanea es lo
que llamamos derivada.
Una funcién f(x) definida en un intervalo abierto ge contiene al punto z = a se dice que es derivable
en T = a si existe el limite
lim fla+h) — fla) (5.1)
h—0 h

y a dicho limite se le llama derivada de f(z) en z = a y lo denotamos por f/(a), %(a) osiy = f(z)
como @(a). Si la funcién f es derivable en un intervalo, hablamos de la funcién derivada denotada por
fé e Muchas veces escribimos j—x seguido de la expresién que vamos a derivar entre corchetes, por
eso, “calcula j—x[(x‘n’ —1)?]” es equivalente a “dada f(z) = (2% — 1)2, calcula f'(z)”.

Teorema 5.1. Si la funcién f es diferenciable en = = a, entonces f es continua en x = a.

Ejemplo 5.1. La funcién constante f(x) = k es derivable en todo punto y f/(z) = 0, ya que

. flet+h)—fl@) . k—k_ 0
/ _ — = —_ =
fila) = limy h = Jim = = lim g =0

Ejemplo 5.2. La funcién f(z) = x es derivable en todo punto y f/(z) =1, ya que

oy e fle+h)—f@)  wx+h-x h
floy =i = =i Ty et

Ejemplo 5.3. La funcién f(x) = 22 es derivable en todo punto y f’(z) = 2z, ya que

h _ h2_ 2 2 2 h h2_ 2
Fta) = Jim L BT — i R iy TR T
22 h + h2
— i 2P i 90 + b= 20
h—0 h h—0

1
Ejemplo 5.4. La funcién f(z) = — = 27" es derivable en 2 # 0 y su derivada es f'(z) = —272.
T

11 z—(x+h)
St h)—f=) . xth x . (z+h)z
/ _ _ — —
Fo=im= R
T h T 1 1
=lm-—7——<=1lm—7F+——-=——.
h—0 hz(zx+h) hr-0 x(x+h) x2

Ejemplo 5.5. La funcién f(x) = |z| es continua en z = 0, pero no es diferenciable en = = 0, ya que no
coinciden los limites laterales del limite que define la derivada:

. fO+R)—fO) . h . fO+h)—f0O) . —h _
g h a1 h = =

A dichos limites laterales se les llama derivadas laterales. Cuando no coinciden, la funcién no es derivable
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Valor del activo

L L L L L L
-0.5 L L L L L L L [ 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 08 0.9 1

94 L L L

Tiempo (medido anualmente)

Figura 5.2: Ejemplos de funciones no derivables. La no derivabilidad se manifiesta en la presencia de un
“pico” en el punto. En el panel de la izquierda aparece la grafica del valor absoluto donde se observa la
presencia de un “pico” en z = 0. En el panel de la derecha, la simulacién del precio de un activo en la
bolsa donde si se hacen sucesivas ampliaciones se descubre que para cada punto existe un “pico”, con lo
que dicha funcién no es derivable en ninguna de sus puntos.

Si C(x) es el coste de produccién de x unidades se le llama coste marginal de produccién y nos informa
de la variacién en el coste de produccién ante cambio en la produccién. Andlogamente, se habla de ingreso
por ventas marginal, beneficio de producciéon marginal y otros casos.

En economia muchas veces se estudia la variaciéon en tantos por cientos y no en términos absolutos,
por ejemplo, que en un ano el producto interior bruto de Gibraltar aumente 100 millones de dolares
puede considerarse un éxito para el pais, pero esa cantidad para los Estados Unidos significa estar en un
periodo de recesién. Con ese propésito se define que la tasa proporcional de variacion de f en x = a como
el cociente f'(a)/f(a).

Sean y y = dos magnitudes econémicas relacionadas por una funcién y = f(x) y un valor = = z, la
derivada se emplea para aproximar el cambio en y para pequenos cambios en x. De esta forma Ay se
estima como f’(zg)Aw.

5.2. Recta tangente a una funcion

Una interpretacion geométrica fundamental: la derivada es la pendiente de la recta tangente. Dada
una funcién y = f(z), la recta tangente en el punto (xo, f(x0)) es la recta a la que se aproximan las
rectas secantes que unen (zo, f(xo)) con (x, f(x)) cuando el punto x se acerca a xy. Un ejemplo de cémo
las secantes aproximan a una recta aparece en la figura [5.3

f(z) = f(=o)

T — X0
La recta tangente se obtiene cuando el valor z se acerca a xg. Si llamamos h = x — zg dicho limite se

escribe como en ([5.1)

La pendiente de la recta secante que pasa por (xg, f(x¢)) con (x, f(z)) es el cociente

f,(l'o) = lim f(x) — f(al‘o) = lim f(xO + h}i - f(xO)

T—T0 T — Xo h—0

Si f es una funcién derivable en zg e yo = f(xo) se llama recta tangente a la curva y = f(z) en el punto
(20, o) a la recta que pasa por (g, yo) y tiene por pendiente f'(xg). Por tanto, la ecuacién de la recta es
y —yo = f'(z0) (2 — x0) (5.2)

f(zo+h) — f(xo)

Si f es continua en xg y %im Y = oo se llama recta tangente a la recta vertical x = xg.
—0
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/ X0 I3 X9 9U‘1

Figura 5.3: Dado un punto zp y una funcién f, si trazamos la secante que pasa por (z1, f(z1)) ¥
(w0, £(0)), la e pasa por (w2, £(z2)) ¥ (w0, f(0)) y la-que pasa por (w3, f(z3)) y (o, f(x0)), observamos
como dichas rectas se van aproximando a la recta tangente de y = f(x) en x = xy que aparece con trazo
grueso.

Ejemplo 5.6. Encuentre la recta tangente a la curva y = 22 en el punto (2,4).

Tenemos que f(z) = 2% y en el ejemplo vimos que f’(z) = 2z. Aplicando la férmula (5.2) se obtiene
que y — 4 = f(2)(z — 2). Como f'(2) = 2-2 = 4, tenemos que la recta tangente es y — 4 = 4(z — 2).
Despejando la variable y se expresa como y = 4x — 4.

Figura 5.4: La grafica de y = 22 y la recta tangente a dicha curva en el punto (2,4)
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5.3. Derivada de la suma y el producto

5.3.1. Regla de la suma

Teorema 5.2. Si f es derivable en a, entonces kf es derivable y

w4

k@) = kL ()
Si f y g son derivables en a, entonces f + g es derivable en a y
d daf / /
C 1ol = L)+ L) = fa) + o (0)

Ejemplo 5.7. Derivar f(z) = 322 — x + 3.
Usando el teorema [5.2]y los ejemplos y se obtiene que

i[f(z)]:%[3x2—x+3] 2[315] zllx[}+i[3]:3;%[x2]71+0:3(2x)71:6m71.

5.3.2. Regla del producto

Teorema 5.3. Si f y g son derivable en z = a, entonces el producto f g es derivable en z = a

d
—=[f gl(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a)-
Demostracion. Es simplemente calcular un limite

(f9)(a) = lim (fg)la+h)—(fo)(a) _ . Fflat+h)gla+th)—fla)g(a)

h—0 h h—0 h

La idea es sumar y resta f(a)g(a + h) en el numerador y, posteriormente agrupar términos de forma
conveniente

fla+h)g(a+h) — fla)g(a+h) + fla)g(a+h) = f(a)g(a)

(f9)'(a) = lim .
— }ff})g(a + h)w + f(a) hm w =g(a)f'(a) + f(a)g'(a). O

Ejemplo 5.8. La funcién f(x) = 2% es derivable en todo punto y f/(x) = 32%. La funcién 3 se escribe

como el producto de 22 por z y se aplican el teorema mas los ejemplos y para derivar

d d d d d
%[f(:c)] = %[x?’] = %[xzx] = %[mz}x + xQ%[x] = (2z)z + 2%(1) = 222 + 2? = 322

5.4. Regla de la cadena

Si el marginal de las ganancias (G) respecto de la produccién (Q) (es decir, la “velocidad” de creci-
miento en las ganancias respecto de las unidades producidas) es de 3€/unidad y la tasa de variacién de
la produccién respecto del tiempo es de 100unidad/afio, se tiene que la tasa de variacién de las ganancias
respecto del tiempo vale

& B &% B € 1Oounidad €
At AQ At " unidad ano afio’

En este ejemplo hemos manejado magnitudes con “velocidad” constante. ; Qué sucede cuando la velocidad
no es constante? Tomando limite y haciendo el tiempo “muy pequeno”, se obtiene intuitivamente que

dG _ dG dQ
dt  dQ dt’
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Este resultado es conocido como regla de la cadena y su demostracién es excesivamente técnica para el
ambito de estos apuntes. El La regla de la cadena se enuncia como sigue

Teorema 5.4. Si g es derivable en a y f es derivable en g(a), entonces la funcién composicién (fog)(z) =
f(g(z)) es derivable en & = a y su derivada es

- 1fogl(a) = £ (g(a))g' (@)

Ejemplo 5.9. Derivar f(z) = (2% + 1)® usando la regla de la cadena.
Llamemos y = (22 4+ 1)3 = 2% con z = 22 + 1 y usando la regla de la cadena

dy _ dyd

= 2" =(322)(22) = 6(2® + 1)%x.
T = 1, d (32%) (2z) = 6(z* + 1)z

5.4.1. Regla del cociente

Teorema 5.5. Si f es derivable en x = a y f(a) # 0, entonces

d 1 f'(a)
—[Zl(a) = =3
dz " f f(a)
Demostracion. Con el ejemplo y la regla de la cadena (teorema [5.4)). O

Teorema 5.6. Si f y g son derivables en z = a y g(a) # 0, entonces

d_fh ey - f@)d(@
) T
Demostracion. Se puede deducir de los teoremas y
d ol e L d L fla) | —g'e)  f(@)gla) - fla)g'(a)
dx[f(g)]( )= )(g)( )+ f( )dx[g]( ) (@) + f(a) 3(0)? o(a)? .

5.4.2. Derivada de la funcion reciproca

Supongamos que f tiene inversa f~! y que ambas son derivables. Derivando ambos miembros de la
igualdad f(f~1(x)) = z, obtenemos que

1 p—1 el = 1.
PO ) L @)
Despejando la derivada de la funcién reciproca, se consigue que

1

— @) = s

dx (=)

Se puede ser més preciso y lo Unico que se necesita para que exista la inversa y sea verdad la férmula
anterior es que la derivada en el punto no sea nula

Teorema 5.7. Sea f una funcién que tiene una funcién reciproca f~!. Si f es continua en su dominio,
entonces f~! es continua.

Si f es creciente en su dominio, entonces f~! es creciente.

Si f es decreciente en su dominio, entonces f~! es decreciente.

Si f es derivable en ¢y f’(c) # 0, entonces f~! es derivable en f(c) y

1

-1

! = Fray

1Ver apéndices del libro Célculo I con autores Larson, Hostetler & Edwards
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Ejemplo 5.10. La funcién g(z) = / = 2/2 es derivable en (0, +00) y su derivada es ¢'(z) = 1z~ /2.
La rafz cuadrada es la funcién recfproca de f(z) = 2% en (0,+0o0), como f/'(x) = 2z no se anula en
(0, +00) la funcién es derivable en esos puntos y

1 1 1 1y

9@ = Ty " @ w2

5.5. Derivada de la funcion potencia
5.5.1. Numeros binémicos y binomio de Newton
Si desarrollamos la expresién (a+b)" y denotamos al coeficiente del término a? b"~7 por (n) , tenemos
J

(a+b)" = i (’;) b

Jj=0

que

Los coeficientes | . | son las formas de escoger j elementos entre n y se pueden calcular con la férmula

jl(n —4)! m!

(?> __nl_n=De-m )

Se verifican las siguientes propiedades:

Teorema 5.8. Seann=1,2,...y m=0,1,2,...,n. Se verifica:

)G ()

2 ()= (1)

s ()= () (7 ) e =,
() =mnh)

La tercera propiedad es importante porque permite construir lo que se conoce como tridngulo de
Tartaglia mediante sumas de los dos elementos méas proximos de la fila superior.

Usaremos la siguiente generalizacién de nimero binémico: se define el nimero binémico de un numero
real o sobre un natural n como

(a):a(a—l)(a—Q)"'(a—(n—l)) paran > 1 y (C(D:

n n!
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5.5.2. derivada de la potencia

Teorema 5.9. La funcién f(x) = x9 con ¢ racional es derivable en su dominio (salvo en z =0si ¢ < 1)
y su derivada es f/(z) = qz?7!

Demostracion. Primero veamos que la funcién f(z) = 2™ con n € N es derivable en todo punto y
f'(x) =na" 1, ya que

Z "Vaipni — n
(a+h)" —a” =0 \J a"+nha" '+ h" —a"
f'(a) = lim ~———— = lfim &= = lim =na

n—1
h—0 h h—0 h h—0 h

Por el teorema la derivada de f(z) = 2/ (que es la reciproca de 2") es f'(z) = Lz'/"=1y por
dltimo, la derivada de 2™/™ se calcula empleando la regla de la cadena(teorema . O

Teorema 5.10. Si la funcién f definida por la serie f(x) = Z an(z — xg)" con radio de convergencia
n=0

R > 0, entonces f es derivable en el intervalo (xg — R, 2o + R). Se verifica que:

f(x) = Z nan(z — )"t

Ejemplo 5.11. El precio de una obligacién a 3 anos donde la entidad emisora tiene que pagar 1€
estd relacionado con el tipo de interés a ese mismo plazo, por la expresién:
1

P= e (5.3)
Encuentra el porcentaje de cambio en P para pequenas variaciones de r y usa el resultado para estimar
el cambio de precio porcentual que experimenta este titulo financiero si el tipo de interés desciende 25
puntos bésicos cuando el tipo actual es de r =2% (de r =2% ar =1.75%).
Podemos basar nuestro razonamiento aproximando la diferencial de la expresién a pequenos incre-
mentos.
Notemos que AP =~ P'(rq) Ar = —3(1 +19)~* Ar y por lo que en la proximidad del precio y del tipo
de interés inicial (antes de la bajada brusca de tipos de interés) se puede hacer la estimacién del cambio
porcentual que se va a producir en precio:

AP ~ P'(ro)Ar = —3P(rg)—
(ro)Ar (r0) 7 T
de donde se obtiene que
AP A
Y%cambio en P = 100——— = —300———.
P(To) 1 + To
Sustituyendo para nuestro caso concreto Ar = —0.0025 y 1 + ro = 1.02, se tiene que
—0.0025
%cambio en P = —300———— ~ 0.75 %.

1.02

5.6. Derivadas de ordenes superiores

Las derivadas de orden superior son definidas por la aplicaciéon sucesiva de la diferenciacién con
respecto a x. La derivada segunda de f respecto de x es definida por

T

da? ~ dr |da
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La derivada segunda se representa también por f”(x).
De forma recursiva, se define la derivada n—€sima como

f d {dnlf}

dam ~ dx | danT

d’ﬂ
También usaremos la notacién f(™ (x) para representar la funcién T
m"l
dO
Por f© o d—{j se reprenta a la funcion f sin derivar. Esta notacién sera util en diversas férmulas.
T
Ejemplo 5.12. Dada f(z) = 322 — 2. Calcula fM(2) = f/(2) y f@(3) = f”(3)
Tenemos que f'(x) = 6z +227 2y f’(x) = 6 — 4273, Sustituyendo tenemos que
2 25 1 158
Q) =12+- =2 1(3) = 6 A(—) = 220
Fo =2 =Ry e =6l = o

Ejemplo 5.13. Derivada n—ésima de la potencia f(z) = (z + @)™ con 7 un ntimero racional.
Calculamos varias derivadas de f,

fla)y=r@+a)™", f'@)=7(r-=1@+a) % [f"@)=1(r-1)(r-2)(z+a)

y asi, sucesivamente, observamos que la derivada n-ésima, f™(x), es la potencia (z 4+ a)”~" multiplicado
por el producto 7(7 — 1) --- (7 — (n — 1)). Con lo que, por la definicién de ntimero binémico, se tiene que

Tl =n(])wr o (5.4
?+ax -3

n
. . LAt —dr -4
En el ejemplo [3.10] encontramos que la descomposicién en fracciones simples es

(@) 1 1 1 1 1

:fo2 _1x+2 +x+1'
Aplicando la férmula (5.4)), obtenemos

f = %' (;1> (z—2)717" - %' (;1) (z+2)7"7" +nl (‘nl) (@ + 1)1,

A A

3 24
x® + 3% —4
Por el ejemplo [B.11] tenemos que la descomposicién en fracciones simples es

PR N0 I O S
VT9r 17T 9242 3@+22

De nuevo aplicando la férmula (5.4)), obtenemos

£ ) =t <_1> (o= 17" +nlg (_nl) (w42 —nt2 (‘nz) (x+2)2".

n

Ejemplo 5.14. Calculemos la derivada n—ésima de f(x)

Ejemplo 5.15. Calcular la derivada n—ésima de f(x) =

5.6.1. Representacion de funciones por series de potencias

> £(n)
A la serie de potencia Z fi('x())(x — xo)" se la llama expansion en serie de Taylor de f(zx) al-
n!
n=0

rededor del punto xy. Cuando zg = 0 se le llama ezpansion en serie de MacLaurin y se escribe como

——x"
n!

n=0
Aunque en los ejemplos mas habituales la expansion en serie de MacLaurin coincide con la funcidn,
existen casos donde esto no sucede.
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Ejemplo 5.16. Calcular la expansién en serie de MacLaurin para f(z) = (1 4+ z)7 con 7 un ndmero
racional.

Por la férmula |i tenemos que £ (z) = n! <T> (142)™™. Por tanto, f(™(0) = n! (T> y la expansién
n n

en serie de MacLaurin es

go " gp o = i <;> " (5.5)

n=0

En este ejemplo es posible probar (aunque se trata de un resultado técnico) que el desarrollo de
MacLaurin coincide con la funcién

o0
Teorema 5.11. Si x verifica que —1 < = < 1, entonces (1 +z)" = Z (T> ™.

n=0

5.7. Elasticidad de la demanda

Supongamos dos magnitudes econémicas x e y relacionadas por una funcién f, y = f(z). Con el
concepto de elasticidad se informa de la forma que una variacién porcentual de la variable x produce una
variacion porcentual en la variable y. Por eso elasticidad de f respecto de z (se denota El, f(x) 6 oyz)

se define como
T

f(x)
Ejemplo 5.17. Sea D la demanda y @ la produccién de un bien. Si estdn relacionados por D =

5000Q~17. Calcular la elasticidad.
Derivemos D respecto de @,

Elyf(z) = 27— ['(2).

dD
— =5000(—1.7)Q %7 = —8500Q 27
con lo que la elasticidad es
dD
opg = ) = Q@ 8500Q %7 = —1.7

T DdQ  5000Q17

Que la elasticidad sea constante a —1.7 significa que si la produccién aumenta un 1 %, entonces la demanda
disminuye un 1.7 %.

En un tema posterior veremos que las tnicas funciones con elasticidad constante son las potencias
multiplicadas por un ntmero.

5.8. Regla de Leibnitz

Es una generalizacion de la regla del producto.
Si calculamos la derivada segunda del producto:

d? d? d d d?
@[fg]: @[Q]H@[ﬂ@[ngdxz[f]g
y la derivada tercera es
d? d? d d? d? d d?
) = 15l + 3 N s o) + 35 N o + e
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Continuando el proceso descubrimos que los coeficientes que aparecen son los niimeros binémicos y se
puede probar por induccién la siguiente férmula:

ar df d"—* d*f d"2g n \d"'fdg n\ d"f
dm”[fg} ()fd:v_” ()dmdw” 1+< )dmzdx” A VR i e AL P e

Teorema 5.12. Si f y g son n veces derivables, el producto f g es también n veces derivable y viene

dado por la féormula:
T Z( )f(’“ 9" M (@), (56)
k=0

Ejemplo 5.18. Relaciona la derivada n-ésima de f(x) =

1 . . .
T2 oo las derivadas sucesivas anteriores y
calcule la derivada segunda con dicha férmula
Tenemos la expresién f(z)(1 + 2?) = 1. La funcién g(z) = 1 + 22 verifica ¢/(z) = 2z, ¢"(z) = 2 y
g™ (x) =0 con n > 3. Aplicando la férmula de Leibnitz al producto f(z)g(x)

da" n

@) = (§) M@t + (1)1 @@+ (5) 10w ) =
= (1+2%)f™ (2) + n2cf" "V (z) + +@2f<"*2>(z) =
= (1422 f™(2) + n2zf "D (z) + +n(n — 1) F" 2 ().
Como f(z)(1+ 2%) = 1 y la derivada n-ésima del producto f(x)g(z) es cero, tenemos que
(14 22)f™ (@) + n2zf " V(z) + n(n — 1) f"D(z) = 0.

Despejando tenemos (™) (z) en funcién de f*=D(z) y (=2 (z)

() () — n1)py U= D) o)
() 1+x2f (z) T2 [ ().
Como f(z) = 1 1 (z) 2z La derivada segunda, aplicando la férmula anterior, es
= V.
1 + ZI:Q y (1 + 1:2)2 g , ap. )
4x 2 4z 2x 2 1 622 —2
1" _ / _ - — — — = .
Fi) = 1+x2f(x) 1+x2f(m) 1—|—x2( (1+x2)2) 1+221+22 (14 22)3
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Capitulo 6

Consecuencias de la continuidad y la
derivabilidad.

6.1. Extremos relativos y absolutos. Teorema de Weierstrass.

La funcién f se dice que alcanza un mdzimo absoluto en x = csi f(c¢) > f(z) para todo x en el dominio
de f y al valor f(c) se le llama mdzimo absoluto de la funcién f. La funcién f se dice que alcanza un
minimo absoluto en x = ¢ si f(c¢) < f(x) para todo = en el dominio de f y al valor f(c) se le llama
minimo absoluto de la funcién f. Frecuentemente omitiremos el adjetivo absoluto, es decir, simplemente
se dice mdximo o minimo.

Los méaximos y minimos de una funcién se llaman extremos de la funcién. Cuando decimos que en
r = ¢ la funcién tiene un extremo queremos decir que en ese punto se alcanza un maximo o un minimo,
pero no especificamos de cudl de los dos casos se trata.

Teorema 6.1 (Teorema de Weierstrass). Una funcién f continua en un intervalo cerrado [a, b] alcanza
su maximo y su minimo en algin punto del intervalo.

0.8

06

0.4

05

02

Figura 6.1: La funcién f(z) = z en (0,1) no alcanza ni maximo ni minimo como se observa en el panel
izquierdo. A dicha funcién f no se le puede aplicar el teorema de Weierstrass porque no estd definida en
un intervalo cerrado. La funcién definida por trozos g(z) =2 si0 <z <2y g(z) =1si2<z <4 no
se le puede aplicar el teorema de Weierstrass porque no es continua y se observa en el panel derecho que
dicha funcién no alcanza un méximo absoluto en ninguno de sus puntos.
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La funcién f se dice que tiene un mdzimo local o relativo en x = c si existe un intervalo abierto I al
cual pertenece ¢ tal que f(x) < f(c) para todo x en I. Se dice que tiene un minimo relativo en x = c si
existe un intervalo abierto I al cual pertenece ¢ tal que f(z) > f(c) para todo z en I.

Decimos que la funcién f tiene un punto critico en z = ¢ si f'(¢) =0 o f no es diferenciable en x = c.
Es decir, los puntos no criticos son aquellos que tienen una recta tangente no horizontal.

Teorema 6.2. Sila funcién f definida en el intervalo abierto (a, b) es diferenciable en © = ccona < ¢ <b
y tiene un extremo relativo en = = ¢, entonces f’(c) = 0.

Demostracion. Supongamos que en x = ¢ se alcanza un minimo. Si h < 0, entonces (f(c+h) — f(c))/h es
negativo, luego f’(c¢) < 0. Por el otro lado, si h > 0, entonces el cociente (f(c+ h) — f(c))/h es positivo,
luego f'(¢) > 0. De f'(¢) >0y f'(c) <0, se deduce que f’(c) = 0. O

Una consecuencia del anterior teorema es:

Teorema 6.3. Si la funcién f definida en un intervalo (a,b) tiene un méximo relativo o un minimo
relativo en z = ¢ (con a < ¢ < b), entonces ¢ es un punto critico de la funcién f.

El teorema junto al teorema de Weierstrass (teorema [6.1]) implica que los extremos absolutos de
una funcién definida en un intervalo cerrado [a, b] sélo pueden ser alcanzados en:

s Los extremos del intervalo cerrado, z =a 6 x = b;
= Los puntos criticos.

Por ello al estudiar los extremos absolutos de una funcién en un intervalo cerrado [a,b] se empieza
localizando los puntos criticos y, luego, el méaximo absoluto es la mayor de las evaluaciones de la funcién
en la lista anterior (formada por puntos criticos y extremos del intervalo) y el minimo la menor de las
evaluaciones de dicha lista.

Ejemplo 6.1. Calcula los extremos de la funcién f(x) = 2® — 622 + 9z + 7 en el intervalo [0, 5].
Senalemos que como el enunciado pide localizar extremos y no especifica si son absolutos o relativos,
debemos entender que nos piden localizar los extremos absolutos.

Como la funcién es diferenciable en el intervalo (0,5). Los posibles méximos y minimos se tienen que
alcanzar en los extremos del intervalo o donde se anule la derivada. Al ser f/'(z) = 32% — 122 + 9, los
puntos donde se anula son los que verifican 22 — 42 +3 = 0 son = 1 y 2 = 3. Por tanto, el maximo y
el minimo se encuentran en la siguiente lista: x =0, x =1, x = 3 y = 5. Evaluemos la funcién en estos
valores:

7, f)=1-6-12+9-14+7=11,
f3)=3"-6-324+9-3+7=T1, F(5)=5—6-52+9.5+7=2T.

Por tanto, el minimo se alcanza simultdneamente en z = 0 y x = 3, mientras que el maximo se alcanza
en r =5.

Ejemplo 6.2. Calcular los extremos absolutos de f(z) = v/ + |z — 1| en el intervalo [0, 2].
La funcién se escribe por trozos como

() Ve+l—z si0<z<l1,
xTr) =
Ve+r—1 sil<z<2.
En los intervalos (0,1) y (1,2) estd definida por funciones que son derivables, asi tenemos que
1
—g7V?2 o1 sio<z<l,

fla)=232

1
51*1/%1 sil<ax<2.
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30 T T T T 26

Figura 6.2: En el panel de la izquierda gréfica de la funcién f(z) = 2® — 622 + 92 + 7 definida en el
intervalo [0, 5] y el panel de la derecha f(z) = \/z + |x — 1| definida en el intervalo [0, 2].

En x = 1 las derivadas laterales son diferentes y, por tanto, tenemos que la funcién no es derivable en

—1/2

. . o1
dicho punto. Veamos los puntos con derivada nula, la expresion 595 1 sélo se anula en z =

Z;

—1/2

1
mientras que ix + 1 no se anula en ningtin punto.

Tenemos que los posibles puntos donde se alcanzan los extremos absolutos son: puntos donde la funcién
no es derivable (x = 1), puntos con derivada nula (x = 1/4) y extremos del intervalo de definicién (z =0
y @ = 2). Evaluemos la funcién en dichos puntos:

FO) =Vo+jo-1]=1 f(l)\/iﬂiuil.%
f)=vitii-1=1 F@2)=vV2+2-1=V2+1~241

Luego el maximo se alcanza en =2 y el minimoen x =0y x = 1.

6.2. Teorema de Rolle. Teorema del valor medio. Monotonia de
una funcion.

6.2.1. Teorema de Rolle

Teorema 6.4 (Teorema de Rolle). Sea f una funcién continua en un intervalo cerrado [a, b], diferenciable
en el intervalo abierto (a,b) y tal que f(a) = f(b), entonces existe al menos un nimero ¢ con a < ¢ < b
tal que f'(c) = 0.

Demostracion. Una funcién continua en un intervalo cerrado [a, b] alcanza un méximo y un minimo por
el teorema de Weierstrass (teorema.

Si el méximo y el minimo coinciden, entonces la funcién es constante f(z) = f(a) para todo = en el
intervalo [a, b] y la derivada de f se anula en todos los puntos del intervalo.

Si el méximo y el minimo no coinciden, entonces alguno de ellos es diferente del valor f(a) = f(b). Si
este extremo se alcanza en x = ¢ con a < ¢ < b, al ser la funcién f diferenciable en z = ¢, tenemos que
en x = ¢ la derivada es nula, f'(c) =0. O
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foy y=t)

f(b)Ga)

y=f(x) b—a

)

y=f(a;)+

f(a)=F(b)} -

[ 3
P T P
fo ol E—

a ¢ b

Figura 6.3: Interpretacién geométrica de los teorema de Rolle y del valor medio. En el panel izquierdo:
La interpretacién geométrica del teorema de Rolle es simple porque si tenemos una funcién continua en
[a,b] y diferenciable en (a,b) (es decir, no se forman “picos”) con f(a) = f(b), entonces hay un punto en
el que la tangente y = f(z) debe ser horizontal. En el panel derecho: La interpretacién geométrica del
teorema del valor medio es que en algin punto de la grifica y = f(z) su recta tangente es paralela a la
recta que une a los puntos (a, f(a)) y (b, £(b)).

6.2.2. Teorema del valor medio para la derivada

Teorema 6.5 (Teorema del valor medio). Sea f una funcién continua en el intervalo cerrado [a,b] y
diferenciable en el intervalo abierto (a,b), entonces existe ¢ tal que a < ¢ < b tal que

f®) = f(a) = f'(e)(b—a)

Demostracion. Definimos la funcién

Fz) = (f(x) = f(@))(b—a) = (f(b) = f(a))(z - a).

Por las propiedades de las funciones diferenciables y continuas tenemos que F'(z) es continua en el intervalo
[a,b] y es diferenciable en el intervalo (a,b). Como F(a) = F(b) = 0, el teorema de Rolle afirma que su
derivada

Fl(x) = f'(z)(b - a) = (f(b) = f(a))

debe anularse para al menos un ¢ con a < ¢ < b. Para dicho ¢ se verifica f(b) — f(a) = f'(¢)(b—a). O

6.2.3. Funciones crecientes y decrecientes

Se dice que f es creciente en un intervalo I si para todo z; y z2 con z1 < zg se implica que
f(z1) < f(z2). Se dice que f es estrictamente creciente en un intervalo I si para todo 1 y 2 con x1 < xs
se implica que f(x1) < f(x2). Definiciones andlogas para decreciente y estrictamente decreciente.

Teorema 6.6. Sea f(z) una funcién continua en [a, b] y diferenciable en (a,b).

Si la derivada de f es positiva (f'(x) > 0) en todo punto del intervalo (a,b), entonces f es estrictamente
creciente en [a, b].

Si la derivada de f es negativa (f'(z) < 0) en todo punto del intervalo (a,b), entonces f es estrictamente
decreciente en [a, b].

Si la derivada de f es nula (f/(z) = 0) en todo punto del intervalo (a,b), entonces f es constante en [a, b].
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Demostracion. Consideremos a < z < y < b. Por el teorema del valor medio existe un ¢ tal que z < ¢ < y
tal que

fy) = f@) = f'(e)(y — ).

Si la derivada de f es positiva, entonces f'(c) > 0y f(y) — f(x) es positivo, por lo que f es estrictamente
creciente en [a,b]. Para derivada de f negativa razonamiento andlogo. O

Para ver si en un punto critico, x = ¢, se alcanza un méximo o un minimo relativo se utiliza el criterio
de la primera derivada donde hay que estudiar el signo de la derivada en sus puntos cercanos. Asi,

» Si f/(z) > 0 en la inmediata izquierda de 2 = ¢ y f/(z) < 0 en la inmediata derecha de z = ¢,
entonces la funcién f alcanza un maximo relativo en x = c.

» Si f/(x) < 0 en la inmediata izquierda de z = ¢y f'(z) > 0 en la inmediata derecha de x = ¢,
entonces la funcién f alcanza un minimo relativo en x = c.

» Si f/(z) tiene el mismo signo a la inmediata izquierda y a la inmediata derecha, entonces f no
alcanza un extremo relativo en = = c.
Ejemplo 6.3. Estudiar los extremos relativos de la funcién f(x) = z((x + 1))/3.
La funcién z2/% no es derivable en x = 0. Asi, la funcién f(z) dada no es derivable en = —1. Salvo en
dicho punto, la expresién de la derivada es:

T br + 3
= 1)2/322 7%
)=+ 1733

2 2
! — 12/3 = 1 —1/3: 12/3 1 =
fl(x)=(z+1) +m3(x+ ) (x 4+ 1)“°( +3x+1

Como (z + 1)2/ 3 es positiva, el signo depende del otro factor. El estudio del signo nos indicarfa que
la derivada es positiva (funcién estrictamente creciente) en los intervalos (—oco, —1) y (—3/5,4+00) y la
funcién tiene derivada negativa (funcién estrictamente decreciente) en el intervalo (—1,—3/5). Asi, en
x = —1 la funcién pasa de creciente a decreciente, luego se trata de un méximo relativo y en z = —3/5
la funcién pasa de decreciente a creciente, con lo que se trata de un minimo relativo.

15

05 4

.05 F 4

215 F 4

Figura 6.4: Obsérvese que en x = —1 la funcién no es derivable, pero en ese punto tiene un maximo
relativo.
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6.3. Regla de L’Hopital.

Teorema 6.7 (Regla de L’Hopital). Sean f(x) y g(x) funciones diferenciables en un intervalo que contiene
el punto a tales que f(a) = g(a) = 0, hay un entorno de = = a donde la funcién g no se anula y existe el
limite cuando z tiende a a para el cociente f'(z)/g'(x). Entonces,

@) F@
2 o) T e ()

Demostracion. Sean f(z) y g(x) funciones diferenciables en un entorno de x = a tales que f(a) = g(a) =
0. Si aplicamos el teorema del valor medio en el intervalo [a, 2] para f y g tenemos que existe dos puntos
cfy cq tales que

f@) = fla)+ f'(cp)(@ —a) = f'(cf)(x —a) 9(x) = g(a) + g'(cg)(z — a) = g'(cg)(z — a)

Tenemos la siguiente igualdad entre los cocientes

f(@)/g(x) = f'(cs)/g (cg)-

Como a < c¢f,¢q < x, se tiene que cuando z tiende a a, los puntos c; y ¢, también tienden a a.
Consiguientemente, los limites de los cocientes f(z)/g(x) y f'(x)/g’(x) son los mismos. O

23+ 222 — 3 —2

22 —1
Consideremos las funciones f(x) = 23 +22% — 2 — 2 y g(z) = 22 — 1 son diferenciables en todo valor real,
f(1)=12+2-12-1-2=0y g(1) = 12 — 1 = 0. Asi, tenemos una indeterminacién 0/0. Veamos el
limite del cociente f'(x)/g'(z). Como f'(x) = 322 + 4z — 1y ¢/(z) = 2, tenemos que

Ejemplo 6.4. Evalia 11'm1

ot 42—z -2 . 32?2 +4zx—-1 6
lim =lim —— = - =3.
z—1 x2 —1 r—1 2x 2
vV1+4dr —1
Ejemplo 6.5. Evalia h’Ir%) %
xT— X

Consideremos la funcién f(x) = 1+ 4z — 1 = (1 +4x)"/? — 1 y la funcién g(x) = 3z. Ambas funciones
son diferenciables en todo R y f(0) = ¢g(0) = 0. Asi, tenemos una indeterminacién 0/0. Calculamos la
derivada

1
f(z) = S+ 4z) V2 4 = 2(1 + 4x) "2
y la derivada de g(x) es ¢’(z) = 3, con lo que el limite del cociente es

Vvi+4dr -1

2(1 +42)~"12 2

ilino 3z :i% 3 - §
xt/3 -1

Ejemplo 6.6. Calcular iiﬂll m

Lamemos f(z) = /3 — 1y g(x) = 22 — 32 + 2. Como f(1) = g(1) = 0, tenemos una indeterminacién
del tipo 0/0 y al ser derivables en un entorno de = 1 podemos aplicar la regla de L'Hopital

f'(x) ,, (1/3)x=2/3 1/3 1

If —1 _ _ L
P g(z) e 22-3 2-3 3

Por tanto, lim M = 71.
a—lg(z) 3
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6.4. Representacion grafica de funciones. Estudio cualitativo.

Seguidamente recomendamos las etapas a seguir para determinar el comportamiento cualitativo de
una funcién derivable cualquiera.

1. Obtencién del dominio de la funcion f(x).
2. Cdlculo de los puntos de corte con los ejes.
Corte con el eje OX: se hace y = 0 en la ecuacién de definicién de la funcién y = f(z), equivale a
obtener las raices de la ecuacién f(z) = 0.
Corte con el eje OY: se hace x = 0 y se calcula el correspondiente valor y = f(0)
3. Signo de la funcidn. Analizar el signo de la funcién en los intervalos que delimitan los puntos de
corte sobre el eje de abscisas y las discontinuidades de la funcién. Si la funcién f es positiva en un

intervalo I C R dibujamos la grafica por encima del eje de abscisa. Mientras que si f es negativa
en un intervalo I C R dibujamos la grafica por debajo del eje abscisa.

4. Andlisis de la existencia (o no) de simetrias

Simetria par. Si f(x) = f(—x) para todo x en el dominio

Simetria impar. Si f(x) = —f(—x) para todo z en el dominio.
5. Busqueda de asintotas:

Verticales. Si lim f(z) = oo, entonces la recta x = a es una asintota.

r—a

Horizontales. Si h’ril f(x) = b, entonces la recta y = b es una asintota.
T—T 00

Oblicuas. Si la funcién f(z) verifica:

_ o f@) o

entonces y = mx + n es una asitota oblicua.
6. Calculo de la primera derivada.

Puntos criticos Valores de x tales que la derivada f'(x) = 0 o que la funcién no es derivable.
Este punto es un

Minimo relativo: Los puntos critivos (z, f(z)) cuando se cumpla que f'(z — h) < 0y, si-
multdneamente, f'(z 4+ h) > 0 (x & h en la cercania del punto estacionario).

Mdzimo relativo: Los puntos criticos(z, f(z)) cuando f'(x — h) > 0 y, simultdneamente,
fl(x+h) <.

Monotonia Los puntos criticos separan la recta real en intervalos (I, Io, ...) en los que el signo
de la derivada no cambia. Si en un intervalo concreto (I;) se cumple que:

Si f'(x) > 0, entonces la funcién f(z) es creciente en I;.
Si f/(z) < 0, entonces la funcién f(x) es decreciente en I;.

Ejemplo 6.7. Representa cualitativamente la funcién f(z) = 12
x

1. El dominio de f es R, pues el denominador no se anula.

2. Cortes con los ejes. Con el eje OX, la ecuacién f(x) = 0 sélo tiene la solucién z = 0.
Corte con el eje OY. Como f(0) = 0, se trata del mismo punto (0,0), es decir, la funcién pasa por
el origen.



CAPITULO 6. CONSECUENCIAS DE LA CONTINUIDAD Y LA DERIVABILID % CEU (£

3. Signo de la funcién. El denominador es siempre positivo, por lo que el signo sélo depende del
numerador. Por tanto, la funcién es negativa cuando z < 0 y la funcién es positiva cuando = > 0.

4. La funcién tiene simetria impar: f(—z) = —f(x)

5. Asintotas. Dado que el denominador nunca se anula no pueden existir asintotas verticales. Por

x
otro lado, lim ——— = 0 existe una asintota horizontal en y = 0 y no pueden haber asintotas
z—+oo 1 + 22
oblicuas.
. . . , 1—2?
6. Célculo de la derivada. La derivada resulta f'(z) = o2
x

2

1—=z
Puntos criticos Si planteamos 1522 = 0 las soluciones son x = +1.
x

Intervalos de monotonia Tenemos tres regiones delimitadas por los dos puntos donde se anula la

derivada:
I = (—OO, —1), I, = (—1, 1), I3 = (1,+OO)

Como el signo del derivada es constante en cada uno de los intervalos, para saber el signo
evaluamos en un punto de cada intervalo f/(—2) = —3/5 < 0, con lo que f'(z) < Oen I y
en este intervalo la funcién es decreciente. Evaluamos en z = 0y f'(0) =1 > 0, con lo que
f'(z) > 0 en I, por tanto f es creciente en I. Por iltimo, f'(2) = —3/5 < 0 y la funcién es
de nuevo decreciente en el intervalo I3.

Eaxtremos relativos: De los intervalos de crecimiento deducimos que para r = —1 tenemos un
minimo relativo, y que para x = 1 tenemos un méximo relativo. Obtengamos el valor de las
ordenadas para clarificar donde situar estos puntos singulares de la funcién:

-1

1
Minimo en: z,,, = —1 = Yy = f(rm) = m =3 En conclusién m(—1, —%)

1 1
=T~ % En conclusién M(1, 1).

Con estos elementos ya podemos representar la funcién que aparece en el panel izquierdo de la figura [6.5

Méximo en: ,, =1 — Y = f(am)

10

-10

Figura 6.5: Grafica de f(z) = en el panel izquierdo y gréfica de f(z) = Y _enel panel derecho.
x

X
1+ 22 +1

2

r+1

Ejemplo 6.8. Representa la funcién f(z) =
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1. El dominio es R\ {—1}, pues es una funcién racional cuyo denominador se anula en z = —1.
2. El tnico corte con los ejes ordenados es (0,0).

3. Signo de la funcién. El numerador se anula en x = 0 y el denominador en = —1. En los intervalos
en que estos puntos separa la recta real el signo de la funcién f es constante. Como f(—2) = —4 < 0,
f(=0.5)=0.5>0y f(1) = 0.5 > 0. Tenemos que la funcién f es negativa en el intervalo (—oo, —1)
y positiva en el intervalo (—1, +00).

. , (—x)? x? )
4. No hay simetria, pues f(—x) = = ue no es —f(x) ni f(x).
y ; pues f(—z) T+ () 1-3z¢ f(x) ni f(z)
5. Asintotas. La recta x = —1 es una asintota vertical porque para = —1 se anula el denominador y

no el numerador. Como el grado del numerador es una unidad mayor que el del denominador hay
una asintota oblicua. Para encontrar dicha asintota oblicua dividimos los polinomios por el método

de Ruffini.
1 0 0 2
1
1| -1 1 z Sme-ld——
‘ 1 1 ‘ 1 T+ T+
y la asintota es el cociente del division y = x — 1.
: . , x? 4 2z .
6. La primera derivada es f'(x) = W Su denominador se anula en z = —1 y el numerador en
x
= -2y x=0. La funcién f’ tiene signo constante en los intervalos en que estos puntos separa la

recta real. Como f/'(—3) > 0, f'(=1.5) <0, f'(=0.5) <0y f/(1) > 0. Tenemos que f es decreciente
en el intervalo (—2,0); mientras que es creciente en los intervalos (—oo, —2) y (0, +00).

2?2 -3z —4

. . .7 . x2 N x T ' .
El dominio de una funcién racional son aquellos puntos donde no se anula el denominador. Tenemos que
resolver 2 — x — 2 = 0 que por la férmula de segundo grado es

Ejemplo 6.9. Representa la grafica f(z) =

1+ T-4(-2) 143
v 2 T

r=-16x=2.

Con lo que el dominio es R\ {—1,2} = (—o00,—1) U (—1,2) U (2, 400).

Para ver el signo de la funcién hay que dividir la recta real en las discontinuidades (x = -1y = = 2)
y aquellos puntos donde se anula la funcién. Un cociente se anula donde se anule el denominador. Por
tanto, f se anula donde 22 — 3z — 4 = 0 y resolvemos la ecuacién de segundo grado

3+4/9—-4(—4 3+5
T = 5 ( ): 5 r=46x=-1.

Dividimos la recta por los intervalos que separan los puntos: * = —1, = 2 y * = 4. En cada uno de
los subintervalos el signo es constante, para ver dicho signo evaluamos la funcién en algin punto del
subintervalo: f(—10) = 126/108 > 0, f(0) = —4/(-2) > 0, f(3) = —4/4 < 0y f(10) = 66/88 > 0. Por
tanto, es positiva en (—oo, —1), (—1,2) y (4, 4+00); mientras que es negativa en (2,4).
Célculo de asintotas. Hay asintota vertical donde se anule el denominador y no el numerador. En nuestro
caso en x = —2.

En el punto x = —1 se anula numerador y denominador, con lo que debemos estudiar el limite
para saber si hay asintota vertical. Al sustituir los valores tenemos una indeterminacién 0/0 con lo que
factorizamos, ya que sabemos la rafces 22 —3x —4 = (v +1)(z —4) y2? -2 -2 = (v + 1)(z — 2)

2% — 31 —4 (x4 1)(x—4) ., x—4 -5 5

, _ =1 = = .
e 2 g2 ezt )(@—2) eotiz—2 -3 3
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Figura 6.6: Gréfica de la funcién f(x) = w
2 —x—2
Con lo que es x = —1 no hay asintota vertical, sino discontinuidad evitable. En realidad,
flz) = i:; six# —1. (6.1)

Para ver las asintotas horizontales, calculamos el limite en el infinito que vale 1. Por tanto, y = 1 es una
asintota horizontal.

Asintota oblicua no hay, puesto que hay horizontal.

Calculamos la primera derivada

L ood [e—4] (D@E-2)-(@-41) 2
f(“’)_ﬂ[x—z] (z - 2)2 CEIE

que obviamente es siempre positiva y la funcién es creciente de (—oo, —1), de (—1,2) y de (2, 400).



Capitulo 7

Integracion

7.1. Primitivas e integral definida

Una funcién F(x) que verifica F'(x) = f(x) para todo = en un intervalo se dice que es una primitiva
de f en dicho intervalo.

Ejemplo 7.1. Consideremos la funcién f(z) = 423, es posible obtenerla por derivacién como: d—[x4] =
x

423; por lo tanto, una primitiva de f es F(z) = z*. Como la derivada de cualquier constante es cero, se
sigue que las siguientes funciones también son primitivas de f(z) = 423: Fy(x) = 2t — 7, Fy(z) = 2% + 1,
F3(x) = 2% +91.

Teorema 7.1. Dadas dos primitivas de una misma funcién f, Fi(z) y F2(x), en un intervalo (a, b), éstas
se diferencian en una constante, es decir, Fy(x) = Fa(x) + C para todo x € (a,b).

Al conjunto de todas las funciones primitivas de una funcién f (F(x)+C) se le lama integral indefinida

o anti-derivada de f 'y se denota como /f(a:)dx

Teorema 7.2. Se verifican las siguientes propiedades:

1. La integracidn es la operacién inversa de la derivacién / d—F(x)dx =F(z)+C;
x

2. [(f@) + g@ldo = [ f@yds+ [ gla)aa

3 /kf(x)d:c:k/f(x)dm.

Teorema 7.3. Sir es un racional distinto de —1 y a es un nitimero real cualquiera

r+1
/(.IZ—FCL)TCZJJ: M—!—C.
r+1
r+1 1
Demostracion. La derivada de (z+a) es (r+D(xz+a) =(x+a). O
r+1 r+1

Ejemplo 7.2. Calcula / (5337 + 222 4 7x1/3> dx.
Combinando la linealidad (teorema y integral indefinida de la potencia (teorema [7.3)), se tiene que
7+1 L2+ L1/3+1

7 2 1/3) _Z 58,2 3,21 4
2 dx = 2 =
/(5x+x+7x x 57+1+ 2+1+71/3+1+C Sx +3x+4£ +C
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Ejemplo 7.3. Calcular / (\/x -1- 1) (\/x -1+ 1) dx

Realizamos el producto del integrando con anterioridad a la integracién: (\/x —-1- 1) (\/(E -1+ 1) =
2

(Vr —1)? — 1?2 = x — 2. La integracién es ahora inmediata: /x dr —2 [ dz = % —2zx+C.

/\3/33—5—1—2
fdm.

Ejemplo 7.4. Calcula

Jr—5+2 1 2 1 2
/%dx:/(g(m—@l/‘?—l—g)dx:g/(m—f))l/?’dm—l-g/dmz
_ 1(z—p)/3 2 1 a3 2

o0
Teorema 7.4. Una serie de potencia f(z) = Z an,x" con radio de convergencia R, tiene como primitiva
n=0
= a
F(z) = "_z"*! en el intervalo (—R, R), es decir,
@=3 (R ),

/ <nz_% anx"> dr = Z %x”“ + C.

n=0

Ejemplo 7.5. Encuentra la funcién F que verifica que F'(z) = 22 — 4z y F(0) = 2.
La funcién F es una primitiva de f(x) = 22 — 4z, luego existe un C' tal que

5173 2

_ x _ 13 2
F(x) = 3 42 +C’—3x 2z + C.

Como F(0) = C, podemos determinar el valor de C, ya que en la expresién anterior F'(0) = C, con lo

1
que C = 2 y la funcién buscada es F(x) = §x2 — 227 4 2.

Ejemplo 7.6. En una empresa que manufactura harina el coste fijo de produccién es 1000€ por ano
donde el coste fijo de produccién son todos los gastos que permanecen constantes independientemente de
la produccion. Si @ es la produccién en kilo y C es el coste de produccién medido en euros, el coste en
materias primas (trigo) es de 0.2€ por kilo producido y el marginal del coste de la mano de obra varia
como 0.1Q 9. Por tanto, el marginal del coste de produccién viene dado por

dC
= =02+4+01Q7°?
a0 0.2 +0.1Q

Determina con estos datos el coste segin la produccién.
La funcién de coste es una primitiva de 0.2 + 0.1Q~%?, con lo que hay una constante A tal que

0.1
C(Q)=02Q +0.10— + A,

En este caso hemos llamado a la constante de integracién A para no confundirla con el coste. Como los
costes en ausencia de produccién valen 1000€ tenemos que C(0) = 1000, luego A = 1000 y la funcién de
costo es

C(Q) = 0.2Q + Q°* + 1000.
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7.2. Integral definida

Dada una funcién f acotada no negativa y dos numeros a < b, la integral definida denotada por

b
/ f(z)dx es el drea de un trapecio curvilineo definido por
a

{(zy) ra<z<b  0<y<f(a)}

cuya superficie aparece sombreada en la ﬁgura Si la funcién no negativa acotada en [a, b] posee sélo un
nimero finito de discontinuidades, es seguro que tiene sentido hablar de area de la anterior superficie. Sin
embargo, existen funciones muy complicadas de definir (no nos aparecerdn en ningin ejemplo préctico)

b
para las que no tiene sentido hablar del drea de dicha superficie. En consecuencia, / f(z) dx consiste en
a
un numero siempre que tenga sentido.

A

Y r=a r=20

Figura 7.1: El drea de la superficie sombreada define la integral de funcién f(x) en intervalo [a, b].

Ejemplo 7.7. El area de un rectangulo de base b = 3 y altura h =2, que es b- h =2 -3 = 6, se puede
3

identificar con la integral definida / 2dx. En el primer panel de la figura aparece dicha superficie
0

sombreada.

4
Ejemplo 7.8. La integral definida / x dx es el area de un tridngulo cuya base y altura valen 4, por lo
0

4 2
1 4
/ rdr=-4-4=— =8.
0 2

que

2

En el segundo panel de la figura aparece la superficie correspondiente sombreada.

Ejemplo 7.9. La funcién f(x) =1 — |z| en el intervalo [—1, 1] estd definida por trozos como

1+ si —1<2<0;
flx) = .
1l—z si0<z<1.

1
La integral definida / (1 —|z|) dz es el drea del tridngulo sombreado en el tercer panel de la figura
—1
Como se trata de un triangulo cuya base mide dos unidades y su altura una, el area de dicho triangulo
1

vale uno, asf / (1—|z|)dx = 1.

—1
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1
Ejemplo 7.10. La integral definida / V1—22dr es g, pues la superficie que aparece sombreada en
-1

el cuarto panel de la figura es la mitad de un circulo de radio uno.

Figura 7.2: Gréficas de las funciones definidas en los ejemplos y

b
La integral definida / f(z) dx de una funcién acotada cualquiera (puede ser negativa) se define por
a

/ ’ fa)da = / " il £ (2), 0} di / " i (). 0} da

donde ambos términos tienen sentido porque las funciones max{ f(z),0} y max{—f(x),0} son funciones
no negativas. Vea la figura [7.3] donde aparece un ejemplo gréfico de estas funciones.

y = f(z) ‘ y = max{f(z),0}

y = max{—f(x),0

Figura 7.3: La definicién de la integral para una funcién no necesariamente positiva separa el intervalo

de definicién de la integral en el trozo donde la funcién estd por encima del eje de abscisa y en el trozo
que estd por debajo del eje de abscisa.

3

Ejemplo 7.11. Calcular / xdx.
-2
La superficie por encima del eje de abscisa es un tridangulo cuya base y altura valen 3 y, por consiguiente,

el drea de dicho tridngulo es 9/2. Por debajo del eje de abscisa la superficie es un tridngulo cuyo base y
altura son 2 y, por tanto, su area es 2. El valor de la integral

3
9 5
dr=>-2="2.
/2” 2 2
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b a
Si b < a se define la integral definida por / f(z)dz = —/ f(z)dz.
a b

Teorema 7.5. La integral definida verifica las propiedades:
b

L (@) + g(a))dz = / ' fla)dr + | @y

[\

b b
/kf(x)dx:k/ f(x)dx.
b c b
3 / f(a:)d:r:/ @) da:+/ @) da
4. /af(x)d:vzo.
b b
5. Si f es integrable en [a,b], y f(z) < g(z) para z con a < x < by/ f(z)dx g/ g(x)dx

b b
6. La variable de integracién es muda, / f(z)dx = / f(t)dt.
a a

Todas estas propiedades son intuitivas dado que la integral no es més que el drea comprendida entre
la grafica de la funcién y el eje de abscisas.

A A

Y Y
1

x
1 2 3 1 2 3

X

b
Figura 7.4: El valor de /

a
area de la misma superficie.

b
f(z)dx y de / f(¢t) dt es el mismo porque las dos expresiones representan el
a

Se denomina particién del intervalo [a,b] a un conjunto A = {zg,z1,z2,...,TN—1,2 N} tales que
a=20<T1<To<...<axny_1<zn =0

Se denomina didmetro de la particion A = {xg,x1,xa,...,zxy} al mayor de los valores |z; — x;—1| con
i=1,...,N, es decir,

diam(A) = méx |x; — z;-1| = méx{x; — x9, 22 — T1,..., TN — TN_1]}-
i=1,...,
Dada una funcién f definida en [a,b] y una particién A = {xg,z1,22,...,2N} en [a,b] se dice que un
valor S es una suma integral de fy A si existen ¢; en el intervalo [x;_1,2;] parai=1,..., N tales que

N
S = Z f(CZ) (.’El — -Ti—l)-

Como se puede observar en la figura[7.5]la suma integral consiste en la suma del drea de los rectdngulos
con base x; —x;—1 y altura f(c¢;). Resulta bastante intuitivo que dada una particién con didmetro pequeno
cualesquiera de sus sumas integrales se aproximan bastante al verdadero valor de la integral definida. Esta
idea se enuncia de forma rigurosa en el teorema [7.6
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e e P e e S

C1 C2 C3 C4 C5 Cq Cr €8 C9 C10 C11 €12

Figura 7.5: La suma del area de los rectangulos sombreados es una suma integral para la particiéon
A ={zg,x1,22,...,2x5} v la funcién f.

Teorema 7.6. Si f es una funcién acotada con un ntimero finito de discontinuidades, entonces para todo
€ > 0 existe un 6 > 0 tal que para toda suma integral, S, de f y particién A de [a,b] con diam(A) < §
se verifica que

b
|s—/ F@)de| < e.

7.3. La integral como media

Dada una magnitud econémica que es funcién del tiempo, f(t) (por ejemplo, la cotizacién de una
accién en la bolsa) deseamos medir el valor medio de la accién en un lapso o intervalo de tiempo [0, T]. La
primera idea para aproximar dicho valor es tomar una particién A = {¢g,t1,...,tnx} con t; = jT/N del
intervalo [0, T] y en cada subintervalo [¢;_1, ¢;] medimos el valor de la accién en un momento arbitrario ¢;.
La aproximacion al valor medio viene dada por la media de los valores de la accién en dichos momentos,

N
1 T
N g f(ei), pero como N es la distancia entre dos puntos consecutivos de la particién tenemos que
=1
N N N
1 1 T 1
- i) = = i) — = = i) (T — tiz
OMICEESMICE L DI

Por consiguiente, dicha aproximacién al valor medio es una suma integral de f para la particién A
divididida por T'. La aproximacién obtenida mejora conforme aumentemos el nimero de puntos de la
particién A. Por tanto, el valor medio en el limite es la integral definida en [0, 7] dividida por la longitud
del intervalo, T'.

Por todas las consideraciones anteriores se define el valor medio de un funcién en el intervalo [a, b]
como

1 b
) == [ fade
Ejemplo 7.12. Calcular el valor medio de la funcién f(z) =1 — |z| en el intervalo [—1, 1].

1
En el ejemplo [7.9| vimos que / (1 = |z|) dz = 1. Por tanto,
-1

()= = _}_D /_1<1 ~lel) dz = .
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Teorema 7.7. Si f es continua en el intervalo [a,b], existe ¢ € (a,b) tal que (f) = f(c) o lo que es

equivalente ,
[ t@)de=re-a)

Demostracion. La funcién f continua en [a, b] alcanza su méximo y su minimo por el teorema de Weiers-
trass. Sean ¢, y cps los puntos donde se alcanzan el minimo y el maximo respectivamente. Por tanto,
flem) < f(x) < f(em) para todo x en el intervalo [a,b]. Utilizando la propiedad de monotonia de la
integracién (teorema |7.5  apartado 5) se tiene que

b b b
F(em)(b—a) = / F(em) di < / f(x) dz < / Flear) dz = flear)(b— a).

Dividiendo por b — a la anterior desigualdad se obtiene que

b
flem) < s [ $@)do < fenr),

Por el teorema del valor intermedio al ser f continua, existe ¢ tal que f(c) =7 / f(z O
—a

7.4. Teorema fundamental del calculo integral

El siguiente resultado es conocido como teorema fundamental del cdlculo y muestra la intima conexién
que existe entre las integrales indefinidas y las definidas.

Teorema 7.8. Si f es continua en [a, b], la funcién A(z / f(t) dt es derivable en [a,b] y A'(z) = f(x)

Demostracion. La derivada de la funcién A se define por

, Alx+h)—Ax) , 1 oth ‘ L1
! _ — - _ — —
Alx) = ]11m0 s = ]111% 5 /a f(t)dt /a f@)dt ) = }lllrr%) . /w

1 x+h
Por el teorema para cada h existe un ¢j, entre x y x + h tal que E/ f(t)dt = f(cp). Cuando h

xT

tiende a cero, f(cp) tiende a f(z) por continuidad y, por tanto, A’'(z) = f(x). O
. . ., 1
Ejemplo 7.13. Derivar la funcién F(z) = : dt.
1
1
Por el teorema tenemos que F'(z) = —.
x
w2+1 1
Ejemplo 7.14. Derivar la funcién F(x) = / ——dt.
22 t+1
Yol 1
Si llamamos G(y) = / —— dt con el teorema [7.8 sabemos que G'(y) = ——.
o t+1 y+1

2241 1 z2
F(x):/ —dt:/ / S
2 t+1 0 x2t+1

x°+1 1 22 )
_ _ = dt = 1) — G(z?).
/0 o /O H_ldt G(2® +1) — G(z?)

Derivamos la funcién F usando la regla de la cadena (teorema [5.4)

P = L6 1)) - L6 = 0+ 020 - G2 =20 (5 - ) = e
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T
T x+dz T z+dz

Figura 7.6: Interpretacién geométrica del teorema fundamental del calculo.

Regla de Barrow

Una consecuencia del teorema fundamental del cédlculo integral es la conocida regla de Barrow. Si
F(z) es una primitiva de una funcién continua f(x), se tiene que existe una constante C tal que

F(:z:):/mf(t)dt+0

F(b) — F(a) = (/:f(t)dHC) - (/aaf(t)dt—kC) =/abf(t)dt.

Dicha férmula sigue siendo correcta aunque f no sea continua en todos sus puntos.

y, finalmente,

Teorema 7.9. Si F es una primitiva de f entonces:
’ b
[ t@de=F@) = Fe) - P
3

Ejemplo 7.15. Calcular / (z —2)* du.
1
(x—2)°
5

Como es una primitiva de (z — 2)%, tenemos que

3 573 5 5
—92) (3-2° (1-2° 1 -1 2
Coytar = | & _ _ _1 -1_2
/1 (x=2)"de { 5, 5 5 5 5
Ejemplo 7.16. Calcula el valor medio de f(z) = v/2z + 1 en el intervalo [0, 1].
1
(f) = b l(gx +1)Y/2 = /1 212 (z + 1)1/2 dr =2 M =
1-0J, o 2 3/2
0
(3/2°2  (1/2)2 1
— V2 - V3 -
\/_< 3/2 3/2 Vi-g
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7.5. Integrales impropias

Sea f una funcién continua en el intervalo [a, +00) con a un nidmero real, se define la integral impropia
de f en el intervalo [a, +00) como el limite

[ = i, / o

Si el limite anterior existe se dice que la integral impropia f (z) dx es convergente.

a
Sea f una funcién continua en el intervalo (—oo,b] con b un nimero real, se define la integral impropia
de f en el intervalo (—oo, b] como el limite

a——0o0
a

b b
/ f(@)dz = lim f(x)dx

Esta definicion es bésica para la estadistica, ya que las funciones de distribucién acumulada se definen
mediante ellas.

+oo 1
Ejemplo 7.17. Calcular/ Fdw.
2
+oo 1 b —2+1 7% b—l 2—1 1 1 1
/ —de= lim [ 22dz= lm | — Ifm - T = Ifm - ==
9 xr b—+oo fo b—+oo | —2+1 9 b——+oo —1 -1 b——+oo 2 b 2
+o0 1
Ejemplo 7.18. Calcular/ P dx.
1 z+1
+oo a 2/37% 2/3 2/3
1 1 1 141
dz = lim (z+1)"3dx = lfm (z+1) — lim (a+1)*° (A+1DY°
1 N2 +1 a—+oo [y a—-+00 2/3 1 a—+00 2/3 2/3

7.6. Criterio integral para convergencia de series

Teorema 7.10. Sea f una funcién continua, positiva y decreciente para x > 1, y sea a, = f(n). Entonces

la serie Z an converge o diverge conforme la integral impropia / f(z) dx converge o diverge.

n=1

Demostracion. Como la funcién es decreciente para x > 1, se verifica la siguiente acotacién

SUCEY WICTIED SICED 9yt
r=2 1 r=1 r=1

Como a, = f(r) obtenemos

Entonces las sumas y la integral convergen o divergen respectivamente cuando consideramos los limites
cuando n tiende a oo. O

1
Teorema 7.11. La serie Z — s divergente para 0 < p < 1, y convergente para p > 1.
n

n=1
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Demostracion. El término general de la serie es a,, = T}—p, entonces consideraremos la funcién

f@) =~ =a,

P

para que con a, = f(n) podamos emplear el criterio de la integral. Dicha funcién estd definida para
[1,400) es continua y decreciente. Para emplear el criterio de la integral calculamos

n _+1 n
/ v rdr = |2 - (L ;
1 1—]9 1 l—p np_l

por lo que estamos considerando que p # 1. Si 0 < p < 1, se tiene que

= lim n'™? = o0,

y en consecuencia la integral impropia es divergente. Si p > 1, entonces lim
n—oo M,

-—1 = 0.y en consecuencia

o0

la integral impropia es convergente. Si p = 1 en el ejemplo 4.19| ya se demostré que la serie g — €s
n
n=1

divergente. O




Capitulo 8

Funciones exponenciales y
logaritmicas

r+1
r+1
permiten definir la funcién logaritmo que fueron fundamentales para agilizar el calculo de operaciones
elementales lo que fue descubierto por John Napier. La reciproca del logaritmo es la funcién exponencial
que permite expresar el capital respecto del tipo de interés de forma continua. También juega un papel
decisivo la exponencial en los modelos que estudian las poblaciones.

En el capitulo anterior vimos que / x"dx = + C sir # —1. Las primitivas para el caso r = —1

8.1. Definiciéon de logaritmo natural. Propiedades.

El logaritmo natural o neperiano se define como In(z) := /lw n dt. En algunos libros se denota como
log(x).
Teorema 8.1. La funcién logaritmo natural verifica las siguientes propiedades:

1. su dominio es (0, 00);

2. es derivable en todo su dominio y su derivada es é, Z—w[ln(x)] = %;

3. es estrictamente creciente en (0, 4+00).;

4. In(1) = 0;
5. In(ab) =In(a) + In(b) con a >0y b > 0;
6. In(a/b) = In(a) — In(b) con a > 0y b > 0;
7. In(a”) = rln(a) con a > 0 y r racional;
8. verifica los siguientes limites:
_»cli%lJr In(z) = —o0 y IETOO In(z) = 4o0.

Demostracion. La funcién f(t) = 1/t es continua en [x,1] si 0 <z < 1y en [1,z] para > 1, con lo que
tiene sentido la integral que define el logaritmo para cualquier valor positivo. Por el teorema fundamental
del cdlculo integral (teorema [7.8) el logaritmo es derivable y su derivada es 1/z. Como la derivada es
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positiva en cualquier valor positivo se tienen que la funcién es estrictamente creciente por el teorema [6.6]
De las propiedades para integrales definidas se tiene que

11
ln(l):/ —dt =0.
1 t
1

1
La funcién g(z) = In(az) — In(z) es derivable y su derivada es ¢'(z) = — a — — = 0. Por el teorema
azx

x
la funcién g(z) es constante. Como g(1) = In(a), tenemos que g(b) = g(1) = In(a), con lo que In(abd) =
In(a) + In(b).

Aplicando la anterior propiedad tenemos que

In(a) = In(b 3) = In(b) + In(3)

SRl IS

y, despejando, ln(%) = In(a) — In(b).

Si n es un natural, tenemos que

Por otro lado,

In(a™) = ln(i) = —In(a") = —nln(a).

a?‘l

Si n es un entero y m es un natural, entonces

nln(a) = In(a™) = In((a™™)™) = mIn(a™'™),

n
y, despejando, In(a™™) = — In(a).
m
Para probar el resultado con los limites se tiene en cuenta que In(2) es positivo, con lo que

1
lim In(2") = lim nln(2) = +o00 lim ln((i)") = lim —nln(2) = —oc.

n—oo n—oo n—oo n—oo

Lo anterior junto a que el logaritmo natural sea estrictamente creciente implica el resultado buscado sobre
limites O

Ejemplo 8.1. Calcula la derivada de f(z) = In(4 + 22).
Llamando g(z) = 4 + 22, tenemos que f(x) = In(g(z)). Por la regla de la cadena se tiene que

—. k+1
Ejemplo 8.2. Calcular Zln( i ).
k=1 k

Con las propiedades de la funcién logaritmo,

1 2.3.4... 1
Sn:1n2+ln§—|—-~-+lnn+ =In 3 (n+1)
2 n 1-2

v >=1n(n+1).

En consecuencia lim S,, = co y la serie es divergente.

n—oo
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Figura 8.1: Grafica de la funcién logaritmo.

Ejemplo 8.3. Encontrar la expansion de Maclaurin de la funcién In(1 + ).
Calculamos la derivada n-ésima

ar n—1 n—1

d L
dx—n[lﬂ(l +z)] = W[@[ln(l + )] = W[(l +2)77] =

= (n_11> (n =D +2)" 17D = (n__11> (n—1DI(1+2)™" =

Luego, f™(0) = (—=1)(=2)(=3)--- (—=(n—2))(—=(n—1)) = (=1)""!(n—1)!. Por tanto, la serie de MacLaurin
es

oofno N 0 _1n71n_1!n s _1n71n

o - e e

Como se comentd en un tema anterior para muchas funciones su serie de MacLaurin coincide con la
funcién, la funcién In(1 + ) es uno de esos casos.

o0
-1 n—1
Teorema 8.2. Para —1 < z < 1 se verifica que In(1 4+ z) = g Lz"
n
n=1

Ejemplo 8.4. Encuentra los tres primeros términos de la serie de McLaurin para z In(1 + 22).

En el ejemplo [8.2] vimos que
2 3 4

x x x
In(1 =r——4+—=———+4...
n(l+z)==z 5 + 3 1 +...,

por lo tanto, sustituyendo x por x? obtenemos que

zt 26 28
In(1 D= - -
n(l+z%) =z s t3 -7t

y multiplicando conseguimos el desarrollo de zIn(1 + 22)

5 7
mln(1+x2):x3—%—|—%—|—...,
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(a) (b) (c)

Figura 8.2: Ejemplo de uso de la regla de calculo. La regla de cédlculo consiste en dos reglas simétricas
(a). Observe como si desplazamos la regla de célculo de la derecha hasta hacer coincidir el uno con el dos,
tenemos a la izquierda el doble de la cantidad de la derecha (panel (b)). En el panel (c), desplazamos la
regla de calculo hasta que coincida el uno con el tres y se obtiene que las cantidades de la izquierda se
corresponden con el triple de la derecha. La idea consiste en que la graduacién esta en escala logaritmica y
la propiedad In(a b) = In(a)+In(b) permite que las multiplicaciones se obtengan por simple desplazamiento
de la regla de la derecha. La regla de cédlculo fue ampliamente utilizada en la primera mitad del siglo
XX hasta que la calculadora electrénica la reemplazé. La calculadora electronica sigue fundamentando
muchos de sus calculos en la funcién logaritmo.
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8.2. Integrales de funciones racionales.

Teorema 8.3. Para la funcién logaritmo natural se verifica que

d
_1 pr—
dx[n|a:+a|] T+a

para todo x # —a y, en consecuencia,

1
de=Inlx +a|+C.
T+ a

Si el grado del numerador es mayor o igual que el grado del denominador se hace la divisién euclidea
de la funcién racional. Cuando tenemos una funcién racional con grado del numerador menor que el del
denominador se escribe la descomposicién en fracciones simples. Dicha descomposicién es facil de integrar
con el resultado anterior.

22 +3r+1

Ejemplo 8.5. Calcular /—,dx.
z+1

Realizamos la divisién euclidea de los dos polinomios de la funcién racional

224+ 3z —1| z+1

?+ x4+ 2
2 —1
2z +2
-3
243z -1 3
Por tanto, rasro T+2— expresion que es facil de integrar
z+1 z+1
2 2
3z —1 3
/H—wdx:/(x—i-Q——)dx: L o —3ljz+1+C
rz+1 rz+1 2
Ejemplo 8.6. Calcular/ 3 dx.
z4—1

Las rafces del denominador p(x) = 22 — 1 son 2 = £1. Por tanto, la descomposicién en fracciones simples

es
1 A B

x? —1 :x—1+m+1
se tiene que 1 = A(z + 1) + B(z — 1) y dando los valores = £1 se obtiene que A =1/2y B = —1/2.
Tras la descomposicién en fracciones simples podemos calcular la integral

1 1/ 1 1 1 1
 de= = -~ )dr=ilfe—1]-:lnje+1/+C.
/x2—1 v /2<x—1 x—i—l) v=ghle—ll=ghle+1+0

2
z*4+x—3
Ej lo 8.7. Calcul dx.
jemplo acuar/$3+x2_4x_4 x
En el ejemplo [3.10] vimos que la descomposicién en fracciones simples es

> +x—3 1 1 1 1 1

:c3-|-x2—4ac—4_Zx—2_1x+2+x+l'

Por tanto, su integral es

24z -3 1 1
/x3+x2_4x_4dx=Zln\x—2|—Zln|z+2|—|—ln|x+1|+0.
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>+ +3
Ej lo 8.8. Calcul —————dz.
jemplo acuar/m3+3x2_4 T
En el ejemplo vimos que la descomposicién en fracciones simples es

2?2 +x+3 5 1 4 1 5 1
= — —|—— - = .
23 +322—-4 92x—-1 9x+2 3(z+2)?

con lo que la integral resulta

2 4 2—1
/ z?+x+3 5 5(z+2) L

S i R U N PO TR | 22
B _d@=ghlr -1+ gnjz+2| 1

8.3. Definicién de la funcién exponencial. Propiedades.

La inversa de la funcién logaritmo natural se llama funcién exponencial natural y se denota por exp(zx).
Teorema 8.4. La exponencial verifica que

1. su dominio es el conjunto de todos los nimeros reales, R;

d
2. es derivable en todos los puntos y su derivada es ella misma E[exp(x)] = exp(x);

3. es estrictamente creciente en su dominio;
4. exp(0) =

5. exp(a + b) = exp(a) exp(b) para todo a y b real;

6. eXpEZ)) = exp(a — b) para todo a y b real.
7. 1113 exp(z) =+ooy lm exp(z)=0;

8. su integral es /exp(m) dx = exp(z) + C.

Ejemplo 8.9. Calcular la serie de MacLaurin de la exponencial f(z) = exp(z). Es obvio que f (”)(:1:) =
exp(z), con lo que £ (0) = exp(0) = 1. Por tanto, la serie de MacLaurin de la exponencial es

Zf inin

De nuevo, la serie de MacLaurin de la exponencial coincide con la funcién.
X n

x
Teorema 8.5. Para todo z real, se tiene que exp(z) = E —
n!

n=0

8.3.1. El ntimero ¢

El nimero e se define como e = exp(1) o, lo que es lo mismo, el ndmero real positivo tal que In(e) = 1.

o0

1 . N .

Por el teorema [8.5( tenemos que e = g — s posible encontrar una aproximacién a dicho valor:

nl
n=0

e = 2.718281828459045235360287471...
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Figura 8.3: Obsérvese la simetria respecto del eje y = x de la grificas y = e® e y = In(x).

Teorema 8.6. Sir es un nimero racional, exp(r) = e”.

Demostracion. Para n natural tenemos que exp(n) = exp(l1+...+ 1) = exp(1)---exp(1) = e™. Por otro
lado, 1 = exp(0) = exp(n + (—n)) = exp(n) exp(—n) y despejando exp(—n) = e~ ™.
Si n es un entero y m es un natural

" = exp(n) = exp(n) = exp(m--) = exp(--)

n
con lo que exp(—) = /™. O
m

Por extensién, para cualquier x real denotaremos por e* a exp(z).

Ejemplo 8.10. Resolver la ecuacién In(x? — 9) = 2.
Tomando exponenciales resulta 22 —9 = e? y despejando z = £1/9 + €2, con lo que tenemos dos soluciones
de la ecuacién.

8.4. Definicién de funciones exponenciales con base arbitraria.

Se define la exponencial en base a de = como a® := exp(z In(a)) = e* (@) para todo a > 0.

Teorema 8.7. Para a y b positivos y x e y cualesquiera la funcién exponencial verifica las siguientes
propiedades
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7. es derivable y su derivada es Z—x[ax] =In(a)a”

8. si a > 1 es una funcién estrictamente creciente y si a < 1 es una funcién estrictamente decreciente.
Demostracion. Tenemos que a’ = exp(0ln(a)) = exp(0) = 1 y la exponencial de una suma es
a®t¥ = exp((z + y) In(a)) = exp(z In(a) + y exp(In(a)) = exp(z In(a)) exp(y In(a)) = a® a¥
de forma similar se obtiene el resultado para a*~ ¥ y, usando las propiedades de la exponencial y el
logaritmo se obtienen el resto de las propiedades

(a®)¥ = exp(z In(a))¥ = exp(y In(z In(a))) = exp(y x In(a)) = a®¥
a®b® = exp(z In(a)) exp(z In(db)) = exp(z (In(a) + In(b))) = exp(z In(ad)) = (ab)”.

La derivada se obtiene usando la regla de la cadena

d

E[az] = d—[exp(m In(a))] = exp(z ln(a))d—[x In(a)] = a” In(a)

dx dx

Como a” es positiva al ser la imagen de la exponencial, el signo de la primera derivada es el de In(a) que es

positivo si @ > 1 y negativo si a < 1. Esto tltimo implica las propiedades de crecimiento y decrecimiento
vistas. O

10

10

1 x
Figura 8.4: Graficas de las funciones 2% y (§> . Obsérvese como la primera es creciente, ya que la base

es mayor que uno y la segunda es decreciente por ser en este caso la base es menor que uno.

1
Ejemplo 8.11. Calcular lim (1+ —).

T—00 €T

1
Por la definicién (1 4+ —)® = exp(x In(1 + —)). Calculamos el limite de a lo que se aplica la exponencial
x x

2 In(l + —) que cuando z — oo tiene una indeterminacién 0 - oo, que se puede escribir como una
x

indeterminacién 0/0 pasando la z al denominador

1 1 1
) 1 ) ln(l —|— ;) ) 1 + l ( 1,2) )
lim 2 In(14+ -) = lim ———* = lim L = lim —— =1
T—00 €T T—00 ]. r——+0o0 1 Tr—00 1
— - 1+ —
x 2 T
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1
Luego, lim (1+ —)® =exp(l) =e.
Tr— 00 x

El nimero e surgié por motivaciones econémicas. Imaginemos un banquero ingenuo que anuncia un
5% de interés anual, pero que aplica un interés compuesto en plazos tan pequenos como desee el cliente,
es decir, si dividimos el ano en n partes se aplica a cada una de las partes una tasa de interés de 0.05/n.
Por ejemplo, si divide en meses y se reinvierte cada mes el capital la tasa de interés obtenida al final es

0.05
(1+ ﬁ)12 — 1= 0.05116189788173318980487389096

que es mayor que el 5% anunciado. En el caso de querer aprovecharnos de un banquero tan ingenuo
debemos dividir en partes tan pequenas como sea posible. En el limite de lo pequeno obtenemos
. 0.05,, 0.05
lim (14 —)" —1=¢""" — 1~ 0.05127109637602403969751763633
n—oo n
es decir, nunca obtenemos una tasa de interés mayor por pequena que sea el plazo, pero con plazos muy
pequenos nos aproximamos a dicho valor.

Ejemplo 8.12. Si un depésito ofrece un 5% de interés anual. Calcula la tasa de variacién proporcional
para un capital inicial de 1000€ en cualquier instante.

dC
El capital en el instante ¢ (medido en afios) es funcién del tiempo C(t) = (1.05)*1000. Por tanto, e

1000(1.05)" In(1.05) = In(1.05) y, por tanto, la tasa de variacién proporcional es

1dc 1

Por tanto, la tasa de variacién proporcional del capital es constante y vale In(1.05).
. L. , z+1,,
Ejemplo 8.13. Calcule el limite de lim ( )",
T—00 ;L'1+ 2
= exp(z ln(x + ))- El exponente z In((x 4+ 1)/(z + 2)) tiene una indetermi-
x

+ 2
nacién oo - 0. Si lo escribimos como un cociente podemos aplicar L’Hopital

x

1
Podemos escribir (i)
x4+ 2

1 1
(X2 In(l— ——)
z+1 o x+2° T+2°
lim « In( )= lim ———= = lim ——1= =
T — 400 x4+ 2 T — 400 1/1’ T—+00 1/$
1 T+ 2
2 2
oo EEDeHl o T
z—-+00 fl/xz z—+oo (x4 2)(x + 1)

Con lo que el limite vale e~ 1.

8.5. Derivacién logaritmica.

Para una funcién que no involucra logaritmos pero aparecen potencias, la derivada suele obtenerse
tomando logaritmos naturales a ambos lados y derivando.

(z+1)°
(22 + 4)3/2
Tomando logaritmos, obtenemos que

Ejemplo 8.14. Derivar f(x) = mediante derivacion logaritmica.

In(f(z)) =3In(z +1) — gln($2 +4).
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Derivando, llegamos a que

Con lo que la derivada resulta ser
(x+1)3 1z _3(x+1)2(4—x)
(22 +4)32 \z+1 22+4 (22 +4)5/2

Ejemplo 8.15. Derivar f(z) = z*
Si tomamos logaritmo obtenemos,

flx)=3

Derivando, se obtiene que

Por tanto, f/'(z) = z*(1 + In(z)).
Ejemplo 8.16. Deriva la funcién f(z) = In(z)'/*.
Aplicamos la funcién logaritmo a ambos miembros de la igualdad

In(f(2)) = In(In(2)"/*) = > In(n(z)

T

y derivando respecto de la variable x ambos miembros de la igualdad

P (1Y ey 1L
f(x) < x2)1 (In ))erln(m)x

y, por ultimo, despejando obtenemos que

1 1
/ _ 1/x
f(z) = In(z)/ = (m @ —ln(ln(x))) .
8.6. Ecuaciones diferenciales: variables separadas. Modelo logisti-
co de crecimiento de poblaciones.
Una ecuacion diferencial es una ecuacién donde la incégnita es una funcién de la que se conoce alguna

relacién que liga la derivada, la variable independiente y la propia funcién (variable dependiente).
El ejemplo mas sencillo de ecuacién diferencial fue estudiado en el tema anterior y se trata de la derivada

d
de la funcién incégnita dependiendo de la variable independiente, d—y = f(x), que se resuelve integrando
x

funcién f repecto la variable x, y(x) = /f(x) dx.

Otro caso de ecuacién diferencial “resoluble” es el conocido como wvariables separables donde la derivada
de la variable dependiente es igual al producto de una funcién de la variable independiente por una

d
funcién de la variable dependiente, es decir, d—y = f(x)g(y). Para resolverla se pasan todos los términos
x

d
con la variable dependiente a un lado de la igualdad y los de la independiente al otro, (—y) = f(z)dx.
gy

Seguidamente, se integra dicha expresion

/;(lz)z/f(x)dx.

Despejando y en funcién de x se obtiene la solucién buscada.
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d
Ejemplo 8.17. Resuelve la ecuacion diferencial d—y = ay con « cualquier real.
i

d
Aplicamos el método descrito anteriormente. Para la ecuacién d—y = ay despejamos “todo” lo relacionado
x

[199%)

con “y” a un miembro y lo relacionado con “z” al otro, incluyendo en el “todo” a los diferenciales. (No

dy
tiene mucho “sentido” separar el cociente T es dos términos, pues en realidad no es un cociente. De
x

todas formas es posible justificar este paso de una forma rigurosa. )

d—yzadx

Integramos y obtenemos In(y) = ax + Cy. De nuevo volvemos a ser poco “riguroso” en este paso, ya que
la integral de 1/x es In|z| y no In(x). Recomendamos saltarse dicho detalle, pues en este tipo de método
es un engorro innecesario. Por ultimo, despejamos la funcién y en funcién z
y(%) _ eaw+Cg _ eCOeax _ Cleax
donde llamamos C; = .
En economia muchas de sus leyes se establecen mediante ecuaciones diferenciales. Uno de los ejemplos
mds conocidos es el del crecimiento malthusiano de una poblacién formulado por el economista Thomas
Robert Malthus (1766-1837) sostiene que la velocidad con la que crece una poblacién es proporcional a

dP
la cantidad de la poblacion, lo que se puede escribir mediante una ecuacién diferencial v k P donde

P es ntimero de individuos de la poblacién, ¢ es el tiempo (medido en afios) y & es la tasa proporcional
de variacién de la poblaciéon por anos.

Por el ejercicio tenemos que P(t) = C e siendo P(0) = Ce® = C, luego P(t) = P(0)(e)t.
Obsérvese que se trata de una féormula andloga a la del calculo del capital de un depdsito, ya que en
ambas situaciones la tasa proporcional de variacién es constante.

Ejemplo 8.18. La poblacién de Espana a uno de enero de 2000 era de 40499791 habitantes y al cabo
de cinco afios (el uno de enero de 2005) la poblacién era de 44108530. Si la poblacién de Espana tuviese
un crecimiento malthusiano, ;cuando alcanzariamos los 50 millones de habitantes?

Sea t el tiempo medido en anos desde el uno de enero de 2000 y P(t) la poblacién en el instante ¢. Tenemos
que P(0) = 40499791 y P(5) = 44108530 son conocidos y se pide encontrar 7 tal que P(7) = 50000000.
Por lo visto en el ejemploP(t) = C ¥t tenemos que C = P(0) y, por consiguiente, P(5) = P(0)e’*,
con lo que al despejar se obtiene que

= %(111(13(5)) ~ In(P(0)))

Al ser P(7) = 50000000 = P(0)e*™, despejando se obtiene que

1 __In(50000000) — In(P(0))
7 = 2 (In(50000000) — In(P(0))) = n(PE)) ~ T (P(0)

= 12.34390482538,

es decir, a mediados de abril de 2012 la poblacién alcanzaria los 50 millones con este modelo de crecimiento.

Ejemplo 8.19. Encuentre las funciones que tienen elasticidad constante o.

xd

Recordemos que la definicién de elasticidad es 0 = 04y = fd—y. Despejamos de forma conveniente
y dx

dy der 1ae . Ny

— = o0— e integrando resulta In(y) = o In(z) + C. Por tltimo, despejamos y en funcién de

Y x

y(z) = exp(o In(z) + C) = va7

donde la constante 7 es exp(C).
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d
Ejemplo 8.20. Encontrar la solucién de la ecuacién d—y =y -y

Despejamos lo relacionado con x a un miembro y lo relacionado con la y al otro.

d
— Y~ da.
y(1—y)
. . 1 A B
Integramos, para ello descomponemos en fracciones simples ﬁ = —+ —Y encontramos que
yl—y Yy y-
A=1y B= -1, con lo que al integrar obtenemos

In(y) —ln(y—1) =z + C.
Despejamos la variable y en funcién de x
1—
Y )=z+C; v = e"tC, —y:Ke_m; 1—x2=Ke"x; (Ke "+ 1)y=1.
L—y L—y Y
La solucién general viene dada por

In(

1 d
Figura 8.5: Gréfica la funcién y(z) = g una de las soluciones de la ecuacién diferencial d_Z/ =y—y°.
e T €T

Si consideramos el modelo logistico, el médximo sostenible de poblacion es 1, es decir, la variable y no da
el nimero de habitantes, sino la razén entre el niimero de habitantes actual y el méximo sostenible.

Segun la teorfa malthusiana la poblacion crece a ritmo exponencial lo que ocasionaba el agotamiento
de los recursos, lo que conllevaba que surgiesen epidemias, guerras y otros tipos de calamidades. El
matematico Pierre Frangois Verhulst propuso un modelo diferente para el crecimiento de las poblaciones
donde la tasa proporcional de variacién depende de los recursos existentes. El modelo més simple supone
que la tasa proporcional de variacién es lineal respecto a la razén entre el margen de la poblacién para
crecer y la poblaciéon maxima sostenible. En términos de ecuaciones,

dP P

— =kP(1-—)

dt M

donde k es la tasa de crecimiento intrinseca y M es el maximo de poblacién sostenible. La ecuacién
anterior se trata de una ecuacién de variables separables que es totalmente andloga al ejemplo [8.20

Como se observa en la figura[3.5] la poblacién tiende a valores cercanos al méximo sostenible.
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8.7. Definicién de funciones logaritmos una base cualquiera.

1
Se define el logaritmo en base a positiva y distinto de uno por log,(z) = lnExi .
n(a

Como sefialamos al inicio del tema cuando no se escribe ninguna base se sobreentiende que es el nimero
e vy es lo que se llama logaritmo natural o neperiano. Algunas bases muy utilizadas tienen nombres: para
la base 10 se llama logaritmo decimal o vulgar y para la base 2 se llama logaritmo binario.

Teorema 8.8. Propiedades de la funcién logaritmica:
1. es la funcién reciproca de a* a'°8(*) =z paraz >0y log,(a®) = x para todo x real;
2. log,a =1,
3. log,(zy) = log,(z) + log,(y);

4. log,(x/y) = log,(z) —log,(y);

5. log,(2¥) = ylog,(x);

1
6. log,(z) = lzzgg tal que b # 1;

d 1
7. - llog, ()] = 2 n(a)’

Demostracion. Es directa para todos los apartados. Por ejemplo, para demostrar las tres primeras:

n(z)

—_

alo8a(®) = exp( In(a)) = exp(In(x)) = =,

In(a)
oy _ In(exp(zln(a)))) 2z In(a)
log,(a”) = In(a) ~ In(a) -
oz, (@) = el = 1.
oty = 28] _ ) ) ) g

Demostrar el resto de los propiedades es aplicar las propiedades del logaritmo y exponencial natural de
forma conveniente. O
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Capitulo 9

Técnicas de integracion

9.1. Integracién por partes

= Conocemos que

es decir

luego
= Ejemplo: Calcular

e Solucién: Tomando
entonces

y la anterior férmula queda como

/:L'emd:c

[
e}
~—
&
iy
&
QL
8

[

= emx—/exd:r

= efz—e"+C

/ T cos rdx.

1

» Ejemplo: Calcular
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e Solucién: Tomando
tenemos

Entonces

/mcosxdx = xsinx—/sinmx ldx
= :z:sinx+/—sinxdx
= gsinz+cosz+C

9.2. Cambio de variable

= Consideremos el cédlculo de la primitiva
/ (\/ 1- xz) dz

si escribimos
x =sint = dr = d(sint) = cost dt,

luego
/ (\/1 - xQ) dr = / ( 1- sin2t> cost dt.

como sin’t + cos?t = 1, despejando cost obtenemos
cost = /1 —sin?t.

Finalmente,

/(M) dxr = /cos2t dt.

/coszt dt:/costcost dt

mediante integraciéon por partes. Entonces

/coszt dt = /costcost dt

= sintcost—/sint(—sint) dt

= Vamos a calcular

= sintcost+/sin2t
= sintcost+/(1—cos2t) dt
= sintcost—l—/l dt—/coth dt

= sintcost—i—t—/coszt dt.
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Pasando la integral de cos?t al otro extremo de la igualdad obtenemos
2/(:08275 dt =sintcost + t,

despejando
1
/cos2t dt = 3 (sintcost +1t).

= Como z = sint, entonces ¢t = arcsinz, y podemos escribir

/(\/1—:1:2) dr = /COSzt dt
= (sintcost +t)

(sint\/ 1—sin?t+ t)

N — N | N

(:r 1 — x2 + arcsin x)

9.3. Integracion por sustitucion

= Supongamos que la funcién que queremos integrar es del tipo

/fw@mﬂ@m

in |1
/sm[ogm] iz,
x

' (z) =sinz, g (z) =logz, ¢ (z) = i

como por ejemplo
donde

= Nétese que

entonces integrando

fw@ﬂ+o=/fwuﬂyumm

» Ejemplo: Calcular

/ sin [log ] i

T

e Solucién: Como 1
d (— cos [log z]) = sin [log 2] —dx,
x
entonces

(—cos[logz]) + C = /sin [log x] édw.

» Ejemplo: Calcular
/3x2 cos 22 dz.
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e Solucién: En este caso
d (sinz®) = 3z* cos 2®dx

entonces
sing® +C = /3x2 cos z3dx

» Ejemplo: Calcular

/ cos? x sin zdz.
= Solucién: En este caso
d (0053 a:) = —3cos? zsin zdx
entonces
(cos3 x) +C=-3 / cos? x sin xdx
luego

1 C
/coszxsin:z:dx = — (5 cos®z + g) .

= Se le llama por substituciéon por que se emplea el cdmbio de variable

u=g(z),

entonces
du = ¢'(z)dz

luego

[Fla@lg @i = [ 1w

9.4. Integracion de funciones racionales

= Consideremos A y p constantes reales y un ntimero natural k > 2, entonces las primitiva siguiente:

/(x_ip)kdx = /A(:L’—p)_kdx

(%) (z—p)'"

A
(1= k)(z —p)**

= Consideremos A y p constantes reales y k = 1 entonces las primitiva siguiente:

A
/Hd:ﬂ = Alog|z —p|.
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s Consideremos C, D, q y r constantes reales y un nimero natural £ > 1. Entonces la integral

Cz+D
/ CEr T

se reduce al cdlculo de las integrales

/ [(z - qc)ler r2]k

(z —q)
| e

» La primera integral se reduce mediante y = —q a

(x—q) B dy
/ CED T / W+ 2

tomando z = y/r = (dz =r"ldy &rdz= dy) .

= Para resolver esta ultima integral, consideremos en primer lugar el caso k =1
dz
(22—+1) = arctan z.
= El caso k = 2 se resuelve por integracién por partes
/ dz / 14 22 — 22
— = ————dz
(2241)2 (2+1)2
2241 22
= ——dz— | ————=d
/<z2+1>2 ’ /<1+z2>2 ’
1 22
—dz— [ ———=d
/(22+1) ? /(1+22)2 ‘

t / R
= arctan z (1_’_22)2 Z.

Finalmente, la integral que resta se resuelve por partes, teniendo en cuenta que

i () = (wrap).



CAPITULO 9. TECNICAS DE INTEGRACION & cru .

de donde

= En resumen,

dz . z 1
m = arctan z — —m + 5 arctan z

1 z
= 3 arctan z + —2(1 Ly

= La segunda de las integrales, es decir,

(r—q)
/Kx—@2+ﬂw“

la calculamos empleando el cambio de variable

y=(z—q?+1r*=dy =2z —q)dz

entonces
/ (z — q)da _ dy
[(x—q)2+r2k )] 2yk
1 [dy
2 /) yk’
entonces

En resumen,

NI

1 1 :
/— (z—q)dz (Tk) T S k22
x—q)2 + r2)k -
e =a) ] Llogl(z —q)*+7r? si k=1
= Definicién: Llamaremos fraccién parcial a una expresion de la forma

Czx+ D
=g+
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y
1
[(z —q)* +r2]*
° (z—q)
[(z —q)* + r2]*

donde C, D, q y r son constantes reales y k > 1 es un nimero natural cualquiera.

Teorema 9.1. Sea P(z)/Q(z), una funcién racional cualquiera, siendo P(z) y Q(x) dos polinomios
cualesquiera y donde el grado del polinomio del denominador estrictamente mayor que el del numerador.
Entonces esta funcién se puede escribir como una suma de fracciones parciales cuyos denominadores son
los factores del polinomio Q(x).

= Ejercicio: Calcular
/ z—1 e
(z —2)*(z —3)
= Solucién: Consideremos el escribir
z—1 A B C

@—22@—-3) (@-2° z-2 z-3

Tenemos que calcular cudl es el valor de las constantes A, B y C. Para ello

x—1 B A n B n C
(r—2)2(x—-3)  (x—-22 -2 z-3

_ Az — 3) . B(x —2)(x —3) n C(xr —2)?
(z—-22(x-3) (z-22%z—-3) (z—-2?-3)
(B+C)z?+ (A —5B —4C)z + (—3A+ 6B + 4C)
(z —2)*(z - 3)

Igualando numeradores se tiene que cumplir

B+C = 0
A—-5B—-4C = 1
—3A+4+6B+4C = -1.

Resolviendo este sistema de ecuaciones obtenemos

A=-1, B=-2,C=2.

Je=memat = ot it 5

1

En consecuencia

» Ejercicio: Calcular
/ r—1 dae
(2 + 1) (z +1)
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= Solucién: Consideremos

z—1 Az + B Cx+ D FE

@+ 12+l @11 2l ol
Reduciendo a comin denominador obtenemos la igualdad entre numeradores
(Az+B)(z+ 1)+ (Cx+ D)(@* + 1)z + 1) + BE(z* +1)* = 2 — 1,

de donde obtenemos
A=1, B=0,C=1/2, D=-1/2, E=-1/2.

En consecuencia

/ (x — 1)dx
(z2+1)2(z+1)
_/ xdx +/((1/2)x—1/2)da:+/(—1/2)daz
) (224 1)2 241 r+1
Ahora bien
/ﬂ__l.;
(x2+1)2 2 2241’
/((1/2)x—1/2)d1: B 1/ xdx _1/ dz
241 o2 ) 2241 2 ) 2241
BT SEE SN S
= 3 5 Pl 2arcanx.
y

(—1/2)dx 1
— =] 1].
/ z+1 2 ogle +1]
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Sistemas de ecuaciones lineales

10.1. Introduccion

Consideremos el siguiente sistema lineal de ecuaciones:

2(L‘1 —T2 +5IL'3 8
T —4xs = =T

el objetivo es encontrar los valores x1,z2 y x3 de forma que al sustituirlos en ambas ecuaciones se den
las igualdades pertinentes.

Vamos a encontrar dos codificaciones de este problema que nos permitiran no solo resolverlo sino
poder interpretar las soluciones.

.

1. Codificacién geométrica

=N
—_
+
8
N
| — |
S =
| IS
+
8
w
1
|
= Ot
| I
Il
| — |
|
-~
| I

2. Codificacién algebraica:
2 -1 5] [TV _T 8
1 0 -4 ek

que también podemos escribir como

A los objetos que aparecen en las expresiones anteriores como
. -1 8
e
T3
se les llama vectores, y a los objetos
2 -1 5 2 -1 5 8
1 0 —4 || 1 0 —4 | =7 |°

se le llama matrices.
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10.1.1. Vectores y sus operaciones algebraicas

Una matriz con una tnica columna se le llama vector columna, o simplemente vector.

e[ 2] =[] v ]

Al conjunto de vectores con dos entradas se denota por R2.
Dos vectores de R? son iguales si sus correspondientes entradas coinciden:

|7 e]

Dados dos vectores u y v en R?, el vector suma u+v se obtiene sumando las correspondientes entradas

de ambos, esto es,
3 n 02| 3+0.2
-1 03| | —-1+0.3

Dado un vector u y un ntimero real cualquiera z, el multiplo escalar de u por x es el vector xu
que se obtiene multiplicando cada entrada de u por x, esto es,

e )= %]

Al nimero x en este contexto se le llama escalar.
Al igual que el cero es el elemento neutro para la suma de nimeros reales, el vector cero

o [1]

0+v=v+0=v.

es el elemento neutro para la suma de vectores

Ejemplo 10.1. Dados

encuentra 4u, (—3) v y 4u+ (—3) v.

weyv=| |+ 3= 7]

Observacién 10.1. Obsérvese que

a] 2 a9

4
4] e
La notacién (4, —8) se emplea por comodidad en la escritura.
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Descripciones geométricas de R?

Identificaremos el punto geométrico (a,b) del plano coordenado con el vector

Visualizacion geométrica:

I+

a X

Regla del paralelogramo para la suma: Si u y v se representan como puntos del plano, entonces
u + v corresponde al cuarto vértice del paralelogramo cuyos otros vértices son u,0 y v.
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Vectores en R3

Los vectores en R3 son matrices columnas 3 x 1 :

Visualizacion geométrica:

Vectores en R"

Si n es un entero positivo (o ndmero natural) R™ denota la coleccién de todas las listas (o n—uplas
ordenadas) de n—numeros reales, que usualmente se escriben como matrices columna n x 1 :

(V51 0

ug 0
u= . , 0=

Up, 0

Propiedades algebraicas de R™ : Para todo u,v y w en R" y cualesquiera escalares z y y :
l.u+v=v+u
2. (u+v)+w=u+(v+w).
3. u+0=0+u=nu.
. u+(—u) = (—u) + u =0, donde —u denota a (—1)u.

.z(u+v)=zu+av.

. (zy)u=12z(yu).

4
)
6. (x+y)u=zu+yu.
7
8. lu=u.

Observacién 10.2. Por simplicidad
u+(-)vau-—v.
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Combinaciones lineales

Dados los vectores
ai,ag,...,ap

en R™ y los escalares
L1, L2y --,Tp

al vector b definido como
béx1a1+x2a2+---+xpap

se le llama combinacién lineal de a;,ay, ..., a, empleando los pesos z1, 3, ..., Zp.

Ejemplo 10.2. Sean

1 2 7
a;=| —2 aa=| 5 b= 4
-5 6 -3

Determina cuando b puede estar generado (o bien puede escribirse) como una combinacién lineal de a;
y as. Esto es, determina qué pesos x1 y x5 existen de forma que

T1a; + T2az = b.

Sustituimos: i
1 2 7
T1 | =2 | +x2| 5 | = 4
=5 6 -3

Empleamos la multiplicaciéon de vectores por escalares:

T 2x9 7
—2x1 |+ | Sz | = 4
—5.171 i 6272 -3
Empleamos la suma de vectores:
T, + 229 7
—2:171 + 51‘2 = 4
—5x1 + 6x4 -3

Empleamos que dos vectores son iguales si lo son componente a componente:

r1 20 = 7
—2x1 +bxy = 4
—52111 +6ZE2 = =3

Observacion 10.3. Podemos afirmar entonces que los problemas

1 2 7
x| =2 | +z2| 5 = 4 (10.1)
-5 6 -3
y
I +2L172 = 7
—2x1 +5x9 = 4 (10.2)
—5xr1 +4+6x2 = -3
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son equivalentes. En consecuencia si el sistema tiene solucién podemos afirmar que el vector de términos
independientes

7
4
-3
es combinacion lineal de los vectores
1 2
a; = —2 agz = 5
-5 6

;Coémo podemos ligar ahora la interpretacion obtenida con la codificacién geométrica de un sistema
lineal con la codificacién algebraica?

10.1.2. Notacion matricial

Los coeficientes del sistema lineal

1 —2xo +xr3 = 0
22172 —8273 = 8
—4%1 +5$2 +9$3 = -9

se pueden escribir como la matriz de coeficientes

1 -2 1
0 2 =8
—4 5 9

y la matriz aumentada del sistema

Una matriz m x n es una formacién rectangular de nimeros con m-filas y n—columnas. Diremos
entonces que su tamano en m X n. El tamano de una matriz nos dice cuantas filas y columnas tiene.
Empleando la notacién vectorial y considerando que

1 -2 1 0
a; = 0 ,ag = 2 ,a3 = -8 ,b: 8
4 5 9 -9

podemos representar la matriz de coeficientes como

1 -2 1
A= 0 2 -8 |2[a a az],
-4 5 9

0 2 —8| 8 |2[a a a3| b]=[A4] b]
9

Vamos ahora a resolver el sistema lineal empleando un mecanismo que usa la manipulacién algebraica
de la matriz ampliada del sistema:
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Resolucion de un sistema lineal mediante el algoritmo de Gauss—Jordan

Vamos a resolver el siguiente sistema lineal, al lado del mismo escribiremos las matrices ampliadas de
los sistemas que vayamos obteniendo al realizar los calculos pertinentes.

r1 —2x9 +xr3 = 0 1 -2 1 0
2r9 —8r3 = 8, 0 2 -8 8
—4x1 +5x9 +9r3 = -9 —4 5 91 -9

= Queremos mantener a x; en la primera ecuacién y eliminarla de las otras ecuaciones, para ello
multiplicamos la primera ecuacién (fila de la matriz ampliada) por 4 y se la sumamos a la tercera
ecuacion (fila de la matriz ampliada):

xr1 —2x9 +x3 = 0 1 -2 1 0
2x9 —8xr3 = 8, 0 2 -8 8
—3x2 +13x3 = -9 0 -3 13| -9

= Queremos que el coeficiente de x5 en la segunda ecuacién sea uno, para ello multiplicamos toda la
misma por 1/2 :

xr1 —2x9 +x3 = 0 1 -2 1 0
T2 —dxs = 4 0 1 —4 4
-3z, +13z3 = -9 0 -3 13| -9

= Queremos mantener xo en la segunda ecuacién y eliminarla de las otras ecuaciones que hay por
debajo de esta. Para ello multiplicamos por 3 la segunda ecuacion y se la sumamos a la tercera:

r1 —2x9 +x3 = 0 1 -2 1 0
ro —4dx3 = 4, 0 1 —4 | 4
rs = 3 0 0 113

= Queremos eliminar x3 de las ecuaciones que estan por encima de la tercera ecuacién. Para ello en
primer lugar multiplicamos por 4 la tercera ecuacién y se la sumamos a la segunda:

I 72172 +x3 = 0 1 -2 1 0
o = 16, |0 1 0] 16
r3 = 3 0 0 1 3

En segundo lugar multiplicamos por —1 la tercera ecuacion y se la sumamos a la primera:

X 72()32 = =3 1 -2 0 -3
s = 16, [0 1 0] 16
T3 = 3 0 0 1 3

= Queremos eliminar x5 de la ecuacién que estd por encima de la segunda ecuacién, para ello multi-
plicamos por 2 la segunda ecuacién y se la sumamos a la primera:

1 = 29 1 0 0| 29
T2 = 16 , 0 1 0| 16
3 = 3 0 0 1 3

Observacion 10.4. Podemos ahora afirmar que el vector formado por los términos independientes de

sistema
29

b= 16
3

es combinacion lineal de los vectores columna de la matriz de coeficientes A.
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;Qué tipos de operaciones por filas (ecuaciones) estdn permitidas?
1. (Reemplazo) Reemplazar una fila por la suma de si misma y un miltiplo de una fila.

2. (Intercambio) Intercambiar dos filas.
3. (Escalamiento) Multiplicar todas las entradas de una fila por una constante diferente de cero.

Decimos que dos matrices son equivalentes por filas si existe una sucesién de operaciones que

transforman una matriz en otra.
Podemos afirmar entonces que:

1 -2 1 0 1 00

0 2 -8 8~ 0 1 0| 16

0 -3 13| -9 0 0 1
Observacion 10.5. Todas las operaciones por filas son invertibles.

Teorema 10.1. Si las matrices aumentadas de dos sistemas lineales son equivalentes por filas, entonces
los dos sistemas tienen el mismo conjunto de soluciénes.

; Qué tipos de conjuntos de soluciones puede tener un sistema lineal?

10.2. La ecuacion matricial Ax =b

s Definicién

e Si A es una matriz m X n, con columnas aj,as,...,a, y si x estd en R™ entonces el producto
de A por x que denotamos por
Ax
es la combinacion lineal de las columnas de A utilizando como pesos las correspon-
dientes entradas de x, esto es,

Z1
T2
Ax:[al as --- an] . =x1a; + 2083 + - + Tpa,.
T
= Ejemplo:
1.
4
1 2 -1 1 -1
R E I R R E
p— 3-
= 6 |
2.
2 -3 A [ 2 -3
8 0 [7] = 4 8 | +7 0
-5 2 | =5 2
—13
= 32
—6
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= Conocemos que el sistema
I +2£L’2 —X3 =
—bry +3x3 = 1

nly ] el

12 1]
0 -5 3||* |~

» Esta iltima ecuacion tiene la forma

es equivalente a

(G200 \)
|
+
8
w
| —
|
w =
—_
I
L —

o bien en forma matricial

Ax=Db

y llamaremos a una ecuacién asi, ecuacién matricial.

Teorema 10.2. Si A es una matriz m X n, con columnas aj,as,...,a, y si b estd en R"™, la ecuacién
matricial
Ax=Db

tiene el mismo conjunto de soluciones que la ecuacién vectorial
r1a; + 280 + -+ z4a, =b
la cual, a su vez tiene el mismo conjunto solucién que el sistema lineal de ecuaciones cuya matriz aumen-
tada es
[al as --- a, b]
10.2.1. Existencia de soluciones

= La ecuaciéon Ax = b tiene solucién si y solo si b es una combinacion lineal de las columnas de A.

= Aplicacién: Sean

1 3 4 by
A=| —4 2 6 | ,b=1| b
-3 -2 -7 bs

. Es consistente la ecuacion Ax = b para todos los posibles valores de by, by y b3?

e Solucion:

1 3 4 b 3 4 b1
—4 2 6 by ~ 14 10 by +4by
-3 -2 =7 b3

4 b1
14 10 by + 4by
0 0 by+3b;—2(bo+4by)

En consecuencia el sistema es consistente si y solo si

1
bs + 3b1 — 3 (ba +4b1) =0,

esto es,

1
b1—§b2+b3:0

donde esto representa la ecuacién de un plano que pasa por el origen.
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Teorema 10.3. Sea A una matriz m x n. Entonces las siguientes afirmaciones son logicamente equiva-
lentes. Es decir, para una matriz A en particular, todas estas afirmaciones son verdad o todas ellas son

falsas.
1. Para cada b en R™ la ecuacién Ax = b tiene una solucién.
2. Las columnas de A generan R™.

3. A tiene una posicién pivote en cada fila.

10.2.2. Calculo de Ax

= Si estd definido el producto Ax, entonces la entrada i—ésima de Ax es la suma de los productos de
las entradas correspondientes de la fila 7 de A y del vector x.

1 3 4 T 1 3 4
—4 2 6 To = x1| =4 | +x2 2 | +a3 6
-3 -2 -7 T3 -3 -2 -7

[ xT1 3(E2 4(E3
= —4xq -+ 219 + 6x3
L —31‘1 —21‘2 —71‘3

T1 + 3o + 4x3
= —4xq + 2x9 + 623
L —31‘1 — 233‘2 - 7.%3

La primera fila de Ax es
T
[1 3 4] Ty | = x1 + 39 + 423,
3

la segunda fila
x1
[ —4 2 6 ] T2 = —4x1 + 229 + 623
x3
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y la tercera fila
z1
[ -3 -2 -7 ] Zo = —311?1 — 2552 — 72133.
Zs3

s Definicién
e Se llama matriz identidad, y se denota por I a la matriz n X n que tiene unos en la diagonal

y cero en el resto de entradas.

10.2.3. Propiedades del producto matriz—vector Ax

Teorema 10.4. Si A es una matriz m X n, u'y v son vectores de R" y ¢ es un escalar, entonces
1. A(u+v)=Au+ Av.
2. A(cu) =c(Au).
= Demostracién

Consideremos n = 3.

U + U1
A(u+v) = [al as 83] U + Vo
us + U3

= aj (u1 +v1) +ag (u2 + v2) + ag (uz + v3)

= (aju1 + agus + azuz) + (a1vy + asvs + azvs)

= Au+ Av.
y
Cu1
A (cu) = [ ai; az asg ] Cu2
cus
= ay (cup) + az (cug) + agz (cus)
= c (a1u1 + asus + 3.3’1,L3)
= c¢(Au).
QED

10.3. Conjuntos solucion de sistemas lineales

10.3.1. Sistemas lineales homogeneos
Un sistema se dice homogeneo si es de la forma
Ax=0
donde
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1. A es una matriz m X n,

2. 0 es el vector cero de R™.

= x = 0 siempre es solucién del sistema homogeneo. A esta solucién se le llama solucién trivial.
Como consecuencia del Theorem 2 obtenemos:

s La ecuacién homogenea Ax = 0 tiene una solucién distinta de la trivial si y solo si la ecuacién tiene
por lo menos una variable libre.

= Ejemplo: Determine si el sistema homogeneo tiene una soluciéon no trivial. Luego describa el
conjunto solucién

3£81 +5£€2 —4LB3 = 0
—3r7 —2x9 +4x3 = 0
6.%1 +xo —8.733 = 0
e Solucion:
3 5 —4 0 (3 5 —4 0 3 5 —4 0
-3 -2 4 0 ~ 0 3 0O 0|~ 03 0 O
6 1 -8 0 L0 -9 0 0 00 0 O
(3 5 —4 0 3 0 —4 0
~ 01 0 O|~(0 1T 0 O
100 0 O 00 0 O
[1 0 —4/3 0
~ 0 1 0 0 | (RREF)
| 0 0 0 0
I —%133 = 0 I = %3’]3
T2 = 0, T2 = 0
0 =0 xr3 = libre
La solucién general
T 3a3 3
X = T2 = 0 = I3 0
I3 I3 1

= Ejemplo: Describa todas las soluciones del sistema homogeneo
10$1 — 35(,‘2 - 2.’11‘3 =0

e Solucidn:

3 1
T1 = {gT2+ 573
Ty = libre
T3 = libre
La solucién general
i 3 1
X 102 + 53
X = ) = i)
I3 I3
r 3
1072 573
= T2 | + 0
0 I3
3 1
10 5
= X3 1 [ +zs 0
0 1
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Esto nos dice que

x € Gen

H
o =3«
— ol

10.3.2. Forma vectorial paramétrica

3 1
Z1 10 5
X=| z2 | =9 1 | +2z3| 0 | =z2u+ 23V, 22,23 € R.
I3 0 1

Se le llama forma vectorial paramétrica de la solucion.

10.3.3. Soluciones de sistemas no homogeneos

= Ejemplo: Describa todas las soluciones de Ax = b, donde

3 5 -4 7
A=| -3 =2 4| b=] -1
6 1 -8 4

e Solucion:

3 5 —4 7 1 0 —4/3 -1
-3 -2 4 -1 |~|0 1 0 2
6 1 -8 4 0 0 0 0O

Iy —5.’53 = -1

i) = 2

0 = 0

entonces la solucién en forma paramétrica

T -1+ %1'3 -1 %.’Eg
X = To | = 2 = 2 | + 0
L I3 T3 0 X3
] %
= 2 | +z3| 0| =p+a3v
| 0 1
Se puede comprobar que
4
3
x=x3| 0
1

es la solucion del sistema homogeneo

Ax =0
y que
-1
2
0
cumple
3 5 —4 -1 7
-3 -2 4 2 = -1
6 1 -8 0 4
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es decir es una solucién particular de
Ax =b.

Teorema 10.5. Suponga que la ecuacién Ax = b es consistente para algin b dado y sea p una solucién
dada. Entonces el conjunto solucién de Ax = b es el conjunto de vectores de la forma

W=p-+Vp
donde vy, es cualquier solucién del sistema homogeneo

Ax = 0.

10.3.4. Un sistema homogeneo en economia

Carbén | Electricidad | Acero | Comprado por:

0.0 04 0.6 Carbén

0.6 0.1 0.2 Electricidad

04 0.5 0.2 Acero
pc = precio de la producciéon anual de Carbon,
pg = precio de la produccién anual de Electricidad,
pa = precio de la produccion anual de Acero,

Ingresos = Gastos

pc = +0.4pr  +0.6pa
pe = 0.6pc +0.1pr +0.2p4s
pa = 04pc +0.5pg +0.2pa
0 = —pc  +0.4pg  +0.6pa
0 = 06pc —09pr +0.2pa
0 = 04pc +0.5pg —0.8pa

Finalmente
-1 0.4 06 0 1 0 —-0.93939 0
0.6 —-0.9 02 0|~ 0 1 —0.84848 0
0.4 05 —-0.8 0 0 0 0 0

La solucién general es

P 0.93939
P=| pe | =pa | 0.84848
DA 1

10.4. Independencia lineal
= DEFINICION

e Un conjunto de vectores indexado

{v1,va,...,vp}

en R" es linealmente independiente si la ecuacién vectorial
T1V] +Tovy + -+ 1p,v, =0
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tiene tnicamente la solucién trivial x = 0. El conjunto
{v13v2) cee ,Vp}
es linealmente dependiente si existen pesos
C1,C2,...,Cp

no todos cero tales que
c1vi +cova + -+ v = 0.

A esta ultima ecuacién se le llama relacién de dependencia lineal entre {vi,va,...,v,}.

» Ejemplo: Sean

1 4 2
V] = 2 Vo = 5 V3 = 1
3 6 0

Se pide (a) Determine si el conjunto {vy, v, v3} es linealmente independiente. (b) Si no es posible
encuentre una relacién de dependencia lineal entre vy, vy, vs.

e Solucidn:

2 0
+ 29 +x3| 1 = 0
0 0
1 4 2 0 1 4 2 0
251 0|~]0 -3 -3 0
3 6 0 0 0 0 0 0

Hay variables libres (el sistema tiene solucién distinta de la trivial).

1 4 2 0 1 0 -2 0
0 -3 -3 0|~|01 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0
T —2373 =0
To +x3 = 0
0 = 0
X = 2!133
X2 = —X3
x3 = libre
Si elegimos
1‘3—5
entonces
T = 10
o = -5
luego
1 4 2 0
02 ((-5(5|+5]1|=1]0
3 6 0 0
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10.4.1. Independencia lineal entre las columnas de una matriz

= Sea una matriz
A:[al as - an].

La ecuacién matricial

Ax =0

se puede escribir
ri1a; + 282 + -+ a2, =0

= Las columnas de una matriz son linealmente independientes si y solo si la ecuacién

Ax =0
tiene la solucién trivial.
= Ejemplo: Determine si las columnas de
0 1 4
A=1|1 2 -1
5 8 0
son linealmente independientes.
e Solucion:
01 4 0 1 2 -1 0
12 -1 0f(~]0 1 4 0
5 8 0 0 0 0 13 0
Como no hay variables libres la tinica solucién es la trivial. En consecuencia las columnas son

linealmente independientes.

10.4.2. Conjuntos de uno o dos vectores

= Un conjunto formado por un tdnico vector
(v} v#£0
es linealmente independiente
zv=0=2=0.
= Un conjunto de vectores
{vi,va},vi,va #0

el linealmente dependiente si y solo si un vector es multiplo del otro.

e Demostracion:
linealmente dependientes

)

c1vy +cava =0,c1 #0,c2 #0
(nétese que si ¢; = 0 entonces

cavy = 0 = vy = 0 (una contradiccién)).

civi+cave = 0,¢1 #0,c0 #0
C1Vi = —C2V3
C2
Vi = ——Vo
C1
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10.4.3. Conjuntos de dos o mas vectores
Teorema 10.6. Un conjunto indexado
S = {V17V27"'1Vp}

de dos o mads vectores es linealmente dependiente si y solo si al menos uno de los vectores en S es
combinacion lineal de los otros. De hecho, si S es linealmente dependiente y si v; # 0, entonces algin v
(con j > 1) es una combinacién lineal de los vectores precedentes vi,va,...,V;j_1.

» Graficamente

Teorema 10.7. Si un conjunto tiene més vectores que entradas en cada vector, entonces el conjunto es

linealmente dependiente. Esto es, cualquier conjunto {vi,va,...,v,} en R™ es linealmente dependiente
si
p>n.
Demostracién:
P
B ox % x x
n| x W x x x
* x W *x *

p > n (nlmero méximo de pivotes)

Existen variables libres
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Teorema 10.8. Si un conjunto {vi,vsa,...,v,} en R" contiene el vector cero, entonces el conjunto es
linealmente dependiente.

Demostraciéon: Supongamos que
V] = 0

entonces
vy +0ve+---4+0v,=0,c¢; #0.

10.5. Subespacios de R"
= Un subespacio de R™ es cualquier subconjunto H de vectores de R™ que cumple tres propiedades:

1. El vector cero estd en H.
2. Siuy v estdn en H entonces u+ v estda en H.

3. Para cada u en H y cualquier escalar ¢, el vector cu estd en H.
» Ejemplo: Consideremos dos vectores vi y vo de R™. Sea
H = Gen{vy,va} ={y =c1vi +cava:cy,c0 € R}.

1. 0 =0vy; +0vy estd en H.

2. Siu=civi+civay v=cjvy + chvs estdn en H. Entonces,

u+v = (cfvy+cyva) + (cfvi+ cova)

= (cf +cf)vi+ (e +c3)ve

estd en H.

3. Siu=cjv)+civy y cesun escalar
cu=c(cfvy + chva) = (ect) vi + (ecy) vo
estd en H.

= El conjunto de todas las combinaciones lineales de vectores vi,vs,...,v, de R" es un subespacio
de R™. Esto es
H = Gen{v1,va,...,vp} es un subespacio de R".

10.5.1. Espacio de columnas y espacio nulo de una matriz

= Definicién: El espacio de columnas de una matriz A m x n, es el conjunto Col A formado por
todas las combinaciones lineales de las columnas de A. Esto es: si

A:[al az - an}

entonces

ColA=Gen{ ay a; --- a, }.
= Diremos que el vector b de R™ esta en Col A si y solo si el sistema lineal
Ax=Db

tiene solucion.



Mateméticas A.D.E

s Definicién: El espacio nulo de una matriz A es el conjunto Nul A formado por todas las soluciones

de la ecuacién homogenea
Ax = 0.

Teorema 10.9. El espacio nulo de una matriz A m x n es un subespacio de R™. De manera equivalente,
el conjunto de todas las soluciones del sistema

Ax = 0.
de m—ecuaciones lineales homogeneas con n—incégnitas es un subespacio de R"™.
= Demostracién:

1. 0 e Nul4; A0 =0.
2. u,veNul4; A(u+v)=Au+ Av =0+ 0 = 0, entonces u + v € Nul A.
3. ueNuldyceR; A(cu) =c(Au) = c0 = 0, entonces cu € Nul A.

10.5.2. Bases para un subespacio

= Definicion: Una base para un subespacio H de R" es un conjunto linealmente independiente que
genera cualquier vector de H.

= Ejemplo:
1 0 0
0 1 0
elz . 792: . 7-~-7en:
0 0 1
forman una base de R™ ya que
I,=]e e e, |
e
I,x=x

= Ejemplo: Encuentre una base para el espacio nulo de la matriz

-3 6 -1 1 -7
A= 1 -2 2 3 -1
2 4 5 8 —4

e Solucién:

-3 6 -1 1 -7 1 -2 0 -1 3
1 -2 23 -1|~]0 0 1 2 =2
2 —4 5 8 —4 0 0 0 0 0
Entonces
r1 —2x9 —x4 +3x5 = 0
r3 +2x4 —2x5 = 0
0 = 0
obtenemos la soluciéon general
T, = —2To9 + x4 — 375
r9 = libre
r3 = —2x4 + 225
x4 = libre
x5 = libre.
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La solucién en forma vectorial

T —2x9 + x4 — 375
T2 Z2

X = T3 | = —2x4 + 2x5
T4 T4
Is Ts

i —21‘2 Ty —31‘5
X2 0 0
= 0 + | —2x4 | + | +225
0 Xy 0
L 0 0 Is
—2 1 -3
1 0 0
= Ty 0 +x4| =2 | + 25 2
0 1 0
0 0 1
Entonces
—2 1 -3
1 0 0
Nul A = Gen 0 [,] =2 1|, 2
0 1 0
0 0 1

-2 1 =3
1 0 0
0o -2 2
0 1 0
0 0 1

y se puede comprobar que tiene tres pivotes.

= Encontrar una base del espacio columna de una matriz necesita menos trabajo que encontrar una
base del espacio nulo.

= Ejemplo: Encuentre una base para el espacio columna de la matriz

10 -3 5 0
0 1 2 -1 0
B = 00 0 01
00 0 00

e Solucién: Sea
B:[bl b, bz by bs].

Entonces
—3by + 2by = bg, 5by + (—1) by = by

1 0 -3 1 0 5
0 1 2 0 1 -1
o [F2 0 |7 o P oY 0T o
0 0 0 0 0 0
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Ademaés

O O =

{bl,b27b5} =

o O = O
o= O O

0

son linealmente independientes. En consecuencia
Col A = Gen {bl, b2, b5} .

Teorema 10.10. Las columnas pivote de una matriz A forman una base para el espacio columna de A.

10.5.3. La dimensiéon de un subespacio

s Definicién: La dimensién de un subespacio H diferente de cero, denotada por dim H, es el niimero
de vectores que hay en cualquier base de H. La dimensién del subespacio cero {0} es por definicién
cero.

= Ejemplo:

dim (Col A) = dim | Col

oS O o
[N o)
SN
o L
o= O O

s Definicion: El rango de una matriz A, denotado por rango A, es la dimensién del espacio de
columnas de A.

= Ejemplo:

rango

o O O
SO = O
SO N W
o= OO

O O = Ot

Teorema 10.11 (Teorema del rango). Si una matriz A tiene n columnas entonces

‘ n = rango A 4+ dim Nul A ‘

= Notese que

‘ columnas de A = variables principales + variables libres. ‘

Teorema 10.12 (Teorema de la base). Sea H un espacio p dimensional de R"™. Cualquier conjunto
linealmente independiente de exactamente p elementos en H, es automaticamente una base de H. De
igual modo, cualquier conjunto de p elementos que genere H es automaticamente una base de H.
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Capitulo 11

Operaciones con matrices. Inversa de
una matriz

11.1. La ecuacion matricial de un sistema lineal

Recordemos que podemos escribir el sistema lineal de ecuaciones:

2%1 —T2 +5£E3 = 8
1 —4(E3 = —7
Ccomo
T
2 -1 5] o 2]en ], 51 [ 8
1 0 —4 S At O A AV T At (R [l g
T3
o bien
2 -1 5] | TU| _[2xeit(-)xeatSxag | _[ 8
1 0 —4 iQ Tl Ixa 4 0xaa+ (—4) xzg || =T |
3

Si la matriz de coeficientes es

2 -1 )
a=[1 7 4]

el vector de términos independientes se denota por

[ 8
b— _7},

y finalmente el vector de incégnitas lo escribimos como

Z1
X = X2 ’
€3

el sistema lineal se puede expresar en forma matricial como:
Ax = b.

Observacién 11.1. Esto nos permite definir una nueva operacion algebraica, que es la multiplicaciéon
de una matriz de 2 x 3 por un vector 3 x 1. En general, deberiamos poder mutiplicar una matriz m x n
por un vector n x 1.
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Ejemplo 11.1.

=

1 2 -1 1 2 -1
R I Y B R
pr— 3 ]
= 6 |
Ejemplo 11.2.
2 -3 4 [ 2 -3
8§ 0 { - } = 4 8 | +7 0
-5 2 -5 2
—-13
= 32
—6
Ejemplo 11.3.
1 2 -1 ;1 [ Ix44+2x34+(-1)x7T
0 -5 3 7 o O0x4+(=5)x3+3x7
- 3
n 6
Ejemplo 11.4.
2 -3 4 [ 2x 4+ (=3)x 7
8 0 [ - ] = 8§x44+0x7
-5 2 | (=5) x4+2x7
[ —13
= 32
| —6
11.1.1. La multiplicacion de matrices
Consideremos una matriz m x n
A:[al as --- an],

esto quiere decir que los vectores columna estan en R™. Sabemos, dado cualquier vector b € R™ multiplicar
Ab
el resultado es un vector de R™. Tomemos pues una matriz m X p que podemos escribir como
B:[bl by .- bp]
y cuyos vectores columna estan en R™. Sabemos multiplicar
Aby, Aby, ---, Ab,.

Empleando este argumento podemos definir el producto de dos matrices una de tamano m X n por una
de tamano n x p de la forma siguiente:

ABL[ Ab, Ab, --- Ab, |

el resultado es una matriz m x p.
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Ejemplo 11.5.

SHEIRTR
2%2 - 2x3
2 3 4 2 3 3 2 3 6
AB = 1 -5 1 1 -5 -2 1 -5 3
columnal columna?2 columna3

Realizamos estas operaciones aparte:

Escribimos el resultado final

AB:[H 0 21]

-1 13 -9

Noétese que cada columna de la matriz producto AB es combinacién lineal de las columnas de la matriz
A. La matriz AB tiene el mismo nimero de filas que A y el mismo nimero de columnas que B.

Si denotamos por

all ... a1] ... aln bll CEEEEY bl] .. blp
A=1| an - ay - am |, B=| by - by - by
a/ml DR am] ... amn bnl ... bn] .. bnp

Regla fila—columna para calcular AB : Si (AB)L ; denota la entrada de la fila ¢ columna j de la
matriz AB, entonces

(AB)ij = ajbyj + apby; + -+ ainby;
b2j

= (a1 a2 - ain | : £A;.9B,;,
bn;j

donde A; , representa el i—ésimo vector fila de la matriz A y B, ; representa el j—¢ésimo vector columna
de la matriz B. Esto permite definir una nueva operacién entre vectores, llamada producto escalar. Si

U U1
Uz U2
u= ,V =
Unp, Un,
entonces
U1
U2
uov=[u1 Ug -+ un] . = U1V + UVy + -+ - + URUy

Un,



CAPITULO 11. OPERACIONES CON MATRICES. INVERSA DE UNA MATRI; % CPU (225050

Ejemplo 11.6. Calcule uev y v e u cuando

2 3
u= 5 |,v= 2
-1 -3
S
uev=/[2 5 —1] 2 | =2x34+5x%x2+(=1)x(=3)
-3
=19
S
veu=[3 2 -3] 5| =2x3+5%x2+(=1)x(=3)
—1
=19

Es evidente que el producto escalar de dos vectores es conmutativo
uev=veu.

Ademids, empleando el producto escalar podemos escribir la multiplicaciéon de matrices como

Al,o L4 Bo,l Al,o L4 Bo,2 e Al,. L4 Bo,p

A2,o L4 Bo,l A2,o L4 Bo,? T AQ,. L4 Bo,p
AB = . . . .

Am,o L4 Bo,l Am,o L4 Bo,2 T Am,o L4 Bo,p

11.1.2. La suma de matrices y la multiplicacién de una matriz por un escalar

Recordemos estas dos propiedades de los vectores y empleemoslas para definir la suma de matrices.
Sean
A=|a ay - a, | matrizmxn

B:[bl by, --- bn]matrizmxn

dos matrices m x n declaradas por columnas. Definimos entonces la matriz suma
A+B=[ (a1 +b1) (ag+bz) -+ (a,+by) | matrizm x n.
Sea x un escalar, definimos entonces

A .
TA = [ ra; xTas --- zra, ] matriz m X n.

]

Ejemplo 11.7. Sean

— o
w o
Do Ot
—_
Sy
I
1
=
Ut =
-3
—_
Q
I
L —
O N
|
— W
—_

Entonces

[N}
oo
Nej

Para el caso
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4 0 5 2 -3
A+0_[_1 3 2]+[0 1 faltaunacolumna],

notese, tal como se indica que falta una columna para que podamos realizar la operaciéon. Finalmente,

V2 V2 V2
ﬁB:[S\/i NG 7\/5}

Definimos la matriz cero como

0 0 0
0=10 0 0l=[0 0 0 ]
0 0 0

Teorema 11.1. Sean A, B y C matrices del mismo tamano, y sean r y s escalares.
1. A+ B=B+ A
2. (A+B)+C=A+(B+0C).

A+0=A.

Ll

r(A+B)=rA+rB.
5. (r+s)A=rA+sA.
6. r(sA) = (rs) A.

11.2. Propiedades de la multiplicacion de matrices

El producto de matrices depende de la posicién en la que se multiplican las mismas. Si A es una
matriz 3 X 2 y B es una matriz 2 X 2, entonces solo se pueden multiplicar como AB, ya que BA no tiene
sentido. Para que esta situacién no se de, necesitamos que sean compatibles

A(nxp)Bgxr)

B(gxr)Anxp);

en consecuencia, p = q y r = n, Entonces tendriamos que AB en una matriz n x n y BA una matriz
q X q. Sin # q entonces AB tiene distinto tamano que BA excepto que p = q¢ =1 = n.
Veamos que incluso en el caso de matrices n x n la propiedad conmutativa no se cumple.

wo[2 3] o= [20]

Comprobemos que estas matrices no conmutan, esto es, AB # BA.

HEEE IR ey

Ejemplo 11.8. Sean
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Definimos la matriz identidad m x m como

1 0 0

0 1 0
Im: .

0 0 1

Teorema 11.2. Sea A una matriz m X n y sean B y C' dos matrices con los tamanos adecuados para
que las sumas y productos esten definidos.

1. A(BC)=(AB)C.

2. A(B4+C)=AB+ AC.

3. (B+C)A=BA+CA.

4. r(AB) = (rA) B = A (rB) para cualquier escalar r.

5. I,A= A= Al,.

11.3. La inversa de una matriz
Si A es una matriz n X n y existe una matriz C' de forma que
AC=1,, CA=I,,

diremos que C es la matriz inversa de A.
Si B fuera otra inversa para la matriz A, entonces cumpliria que

AB =1, BA=I,,

ahora bien
B=BI,=B(AC)=(BA)C=1I,C=C.

Si A tiene inversa diremos que A es invertible o no singular y denotaremos a su inversa porA~!,
entonces

-1 _ —14
AA~ =1, AA=1,.
Si una matriz no tiene inversa se dice que es singular.

Ejemplo 11.9.

=) = O
1 [
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Teorema 11.3. Sea

Si ad — be # 0, entonces A es invertible y

Si ad — be = 0 entonces es no invertible.

A la cantidad ad — be se le llama determinante de la matriz A, esto es,

det A = ad — be.

3 4
=15 5]
detA=18—-20=—-2#0

1[ 6 —4 -3 2
el -l ]
21 -5 3 5 -3

Teorema 11.4. Si A es una matriz invertible n X n, entonces para cada b en R", la ecuacién

Ejemplo 11.10.

Ax=Db
tiene solucion unica
x=A"'b.
Demostracion.
Ax = b= A1'(Ax)=A4""b

= (A_IA) x=A"'b=I,x=x=A"'b.
]

Ejemplo 11.11.

2] - 8] 7]
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11.4. El calculo de la inversa de una matriz

Ejemplo 11.12. Encuentra la matriz inversa de

0 1 2
A=]11 0 3
4 -3 8

Para calcular A~! necesito construir una matriz

T p U
Yy q v
z r ow
de forma que
0O 1 2 T p ou 1 0 0
1 0 3 vy ¢ v |=[10120
4 -3 8 z r ow 0 0 1

Si nos fijamos para resolver este problema necesitamos resolver los siguientes sistemas lineales:

0 1 2 x 1
1 0 3 y|l=101,
4 -3 8| | % | | 0 |
o 1 27 [9p] [0 ]
1 0 3 g | =111,
|4 -3 8| || | 0 |
0 1 2 u 0
1 0 3 v | =101,
4 -3 8 w 1

[0 1 2] 1]
1 0 3]0
| 4 -3 8|0
[0 1 2] 0]
1 0 3|1
| 4 -3 8|0
[0 1 2] 0]
1 0 3]0
| 4 -3 8| 1

Como las operaciones afectan por igual a la matriz de coeficientes podemos escribir los anteriores tres
sistemas en uno de la forma

0 1 21100
1 0 3]0 10
4 -3 8|0 0 1

y efectuar operaciones por filas a esta matriz (triplemente ampliada), lo que nos permitird resolver los
tres sistemas en uno solo.
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0 1 211 00 1 0 3]0 10
[A|In]:103010~012100
| 4 -3 8]0 0 1 4 -3 80 0 1
1 0 3]0 1 0 1 0 3]0 10
~ 0 1 2|11 0 0|~f[01 2|1 0 0
| 0 -3 4|0 -4 1 00 2|3 —4 1
1 0 3 0 1 0
~ 01 2 1 0 0
| 00 1] 3/2 -2 1/2
1 0 3 0 1 0
~ 01 0| -2 4 -1
| 0 0 1 % -2 %
(1 00| -3 7 -3
~ 01 0| -2 4 -1 :[In| A_l].
3 1
| 0 0 1 5 —2 5
En consecuencia
_9 7 3
2 2
Al = -2 4 -1
3 1
7 —2 3
Teorema 11.5. Sea A una matriz cuadrada n x n. Entonces los enuenciados que siguen son todos
equivalentes.
1. A es una matriz invertible.
2. A es equivalente por filas a la matriz identidad.
3. A tiene n posiciones pivote.
4. La ecuacién Ax = 0 tiene solamente la solucién trivial.
5. La ecuacion lineal Ax = b tiene una solucién dnica para cada b en R™.
6. Las columnas de A generan R™.
7. Existe una matriz C' de forma que CA = I.
8. Existe una matriz C de forma que AC = I.
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Capitulo 12

Problemas de minimos cuadrados

12.1. La solucion por minimos cuadrados de un sistema lineal

El objetivo de esta lectura es intentar resolver el problema

Ax=Db
cuando b no es combinacién lineal de las columnas de la matriz
A:[al as --- a, ]
El problema se reduce a plantear el sistema en forma vectorial
r1a1 + 229 + - -+ + xpa, = b,

que al no tener solucién, nos lleva a intentar resolver el problema

min  dist (z1a; + 2282 + - -+ + z,a,, b),

esto es, encontrar los valores x1, xs, ..., x, que hacen minima la distancia entre el vector b y el conjunto
generado por las columnas de la matriz A.
Se define la longitud o norma de un vector

como el escalar no negativo definido por

IVl = Vo oy = o+ o 02

2

y donde
IVI? =vev=uf+ . +od

A un vector v cuya longitud es igual a 1 lo llamaremos vector unitario.
Si dividimos a un vector v distinto de cero por su longitud (esto es, lo multiplicamos por

1

vl

1
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obtenemos un vector unitario u que es igual a

A u se le llama la normalizacién de v.
Ejemplo 12.1. Sea
-2

2
0

Encuentre un vector unitario en la misma direccién que v.

v = \/12+(—2)2+22+02 =V9=3,

entonces
1 1
. (1) 1| -2 ‘%
= — vV = — =
(vl 3| 2 3
0 0

es un vector unitario en la direccién de v.

Para u y v en R" la distancia entre u y v, escrita como

dist (u, v)
es la longitud del vector
u-—v
Esto es
dist (u,v) £ |[u—v|
u—vy
u
>
0

Ejemplo 12.2. Calcule la distancia entre los vectores

<[] 1]
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S HEHEE]

[u—v| =42 +12 = V1T

entonces

Noétese que

dist (0, v) = [[u—v[ = V(u—-v) - (u—-v)
Teorema 12.1. Sean u,v y w tres vectores de R™ y sea ¢ un escalar. Entonces
1. uev=veu.
2. (u+v)ew=uew+vew.
3. (cu)ev=ue(cv)=c(uev).
4. ueu>0yueu=0siysolosiu=0.
Combinando las propiedades (2) y (3) se obtiene

(rur+---+cup)ew=ci (upew)+---+c,(u,ew).

12.2. La propiedad de la ortogonalidad

Deseamos establecer una relacién de forma que dado un punto identificado por un vector u encontrar
la condicién que caracterize cudl es la distacia minima de ese punto a una recta con direccién v.

La condicién se puede expresar como que el punto identificado con el vector u representa la distancia
Optima a la recta con direccién v si

dist (u, v) = dist (u, —v)
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dist(u,v)? = (u—v)e(u—v)=ue(u—v)—ve(u—v)
— o) - (wev)}— {(vew — (vev)}

{Il? = ev)} = {(veuw - |IvI*}

2 2
[ul]” =2 (wev) + [|v]|

dist (u, —v)* = (u—(-v))e(u—(-v))

(ut+v)e(u+v)

ue(ut+v)+ve(u+v)

= {(weu)+ (nev)} +{(vew +(vev))

{Ial? + (o)} + {(veu +IvI*}

2 2
[uf|” + 2 (wev) +[v]

En consecuencia

dist (u,v) = dist (u, —v)

si y solo si

2 2 2 2
[ =2 (wev) + [[v[|” = [[uf” + 2 (uev) +[Jv]".

Es decir, si y solo si
—2(uev)=2(uev)

o bien, si y solo si

4(uev)=0.

o bien

uev =0.

Dos vectores u 'y v en R"™ son ortogonales (perpendiculares, entre si) si
uev =0.
Teorema 12.2 (Teorema de Pitdgoras). Dos vectores uy v en R™ son ortogonales si y solo si
[l + vIJ* = [al|* + [|v]|*.
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2 2 2
e+ A = o+

o+ o]

I

El método de los minimos cuadrados

12.3.
Ty
)
Para obtener el vector X = . que resuelve el problema
Ly,

min  dist (x1a; + 2085 + - - + zpa,, b)
Z1,L25---3Tn
min
T1,T2,..,Tn

|lz1a1 + x2a2 + - - - + zpa, — b||.

Tenemos que encontrar un vector b que sea combinacién lineal de las columnas de la matriz de coeficientes

A, esto es,

~

b = #1a; + Zsay + - + Tya,

de forma que se cumpla que la distancia entre el vector b y el vector b sea la menor posible entre cualquier
otro de los vectores que son combinacion lineal de las columnas de la matriz A, esto es,

b —b| < [b—c
para cualquier otro vector ¢ que sea combinacién lineal de las columnas de la matriz A, esto es

c=2x1a1 +x2a9 + -+ xpa,.
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[Ib = b

Columnas de la matriz A

4
|
|
I
|
I
|
I
|
I
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

b

al

La cuestion radica en como podemos calcular este vector b? Si nos fijamos en la grafica el vector
z = b—Db tiene que se ortogonal al conjunto formado por todas las combinaciones lineales de las columnas
de la matriz A.

Como sabemos que b = A% entonces conocemos que el vector
z=b—-b=>b- Ax

tiene que se ortogonal a todas las combinaciones lineales de las columnas de la matriz A. Para encontrar
esta condicién necesitamos introducir el concepto siguiente.

Dada una matriz A m x n, la transpuesta de A es la matriz n x m que denotaremos por AT se
obtiene al intercambiar las filas de A por sus columnas.
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Ejemplo 12.3.

_|la b r_ | a c
a=leal =]
-5 2
B:[_g _é H BT'=| 1 -3
0 4

Proposicién 12.1. Un vector z es ortogonal a todas las columnas de la matriz A si y solo si ATz = 0.

Demostracion. En primer lugar fijémonos que

21
aoz:a121+~~anzn=[a1 an] : = alz.
Zn
Entonces si
A= [ ap a, ]
se tiene que
T
a
AT = :
T
an
Luego
al alz aj ez 0
ATZ = . 7 = . = . = . ,
T T
a, a,z a, ez 0

de donde deducimos el resultado. m
Volviendo al problema origina, como el vector z = b — b tiene que se ortogonal al conjunto formado
por todas las combinaciones lineales de las columnas de la matriz A, se ha de cumplir que

AT (b — A%) = 0.

Multiplicando se obtiene que
ATb — AT A% =0,

despejando AT se tiene que X tiene que ser solucién del sistema lineal
ATb =0+ AT Ax = AT Ax.

Al sistema lineal de ecuaciones

AT A% = ATb,

se les llama ecuaciones normales para X.

Teorema 12.3. El conjunto de soluciones por minimos cuadrados de
Ax=Db
coincide con el conjunto no vacio de soluciones de las ecuaciones normales
AT A% = A"b.
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Ejemplo 12.4. Consideremos el sistema inconsistente

4 0 . 2
0 2 [ ]: 0
11 y 11
Calcula la solucién de minimos cuadrados.
Consideremos las ecuaciones normales
Rk
0 2 1 11 7 0
esto es,
17 1 z | |19
| 15 g1 | 11
entonces

obtenemos como solucion

<
|
[N}

Ejemplo 12.5. Encuentre una soluciéon por minimos cuadrados para el sistema inconsistente

1 1.0 0
1 1 0 0 1
1 01 0 T2 |
1 0 1 0 I3 -
1 0 0 1 XTq
1 0 0 1
Calculamos las ecuaciones normales
1 1.0 0]
1 1 1 1 11 1 1.0 0
1 1.0 0 0 O 1 01 0
0 01 100 1 0 1 0
0 00 0 11 1 0 0 1
10 0 1]
y
—3
11 1 1 11 -1
1 1.0 0 0 O 0
001 100 2
00 0 0 1 1 5
1 -
esto es
6 2 2 2 T
2 2 00 Zo |
2 0 2 0 T3 |
2 0 0 2 Ty

-3
-1
0

= Ot N

N NN D

O O NN

SN O N

N O O NN
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Como
6 2 2 2 4
2 2 0 0 —4
2 0 2 0 2
2 0 0 2 6

obtenemos que la forma general de la solucion es

S o o
O O = O

3 — g
-5+ 24
—24 3y

libre

o= O O
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Capitulo 13

Diagonalizacion. Valores y vectores
propios

13.1. Valores y vectores propios

= Definicién: Un vector propio de una matriz A n X n es un vector x distinto de cero tal que
Ax = Ax

para algin escalar A\. Un escalar \ se llama valor propio de A si existe una solucién no trivial x
de
Ax = Ax;

un tal x se llama vector propio correspondiente a \.

a=[5 3o 5] 2]

.Son u y v vectores propios de la matriz A7

1 6 6 —24 6
S LRI C N )
entonces el posible valor propio A debe cumplir
—24 | 6
20 | | -5
—24=06\A= A= —4
20=-H/A= A= —4.

= Ejemplo: Sean

e Solucién:

En consecuencia

[ _g ] es un vector propio con valor propio asociado A = —4.

En el segundo caso
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entonces el posible valor propio A debe cumplir

—9=3\=\=-3
Il=-22=x=-14

como nos da dos valores distintos no puede existir un tal valor A. Finalmente,

{ _g ] no es un vector propio.

» Ejemplo: Demuestre que 7 es un valor propio de A en el anterior ejemplo, y encuentre los vectores
propios correspondientes.

e Solucién: Hay que encontrar los x = [ x, Yy ]T de forma que
Ax = Tx.
Noétese que la expresién anterior se puede escribir como
Ax = Tlrx,

o bien
Ax — 7[2X =0

simplificandose esta expresion a un sistema homogeneo

(A—T7I)x = 0.
Esto es

(L5 2]-7Lo YD ]-[0]
o bien

e )]

La matriz ampliada del sistema homogeneo

es decir

luego
rT=y
y = libre

Los vectores propios son solucién de un sistema homogeneo, es decir

X estd en Nul([ _g _g ])

y en consecuencia
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= Podemos afirmar entonces que A es un valor propio de A si y solo si la ecuacién homogenea
(A=MX,)x=0
tiene infinitas soluciones, esto es, si y solo si

x estd en Nul (A — AI,)

Nul (A — AL,) # {0} .

= Al subespacio
Nul (A — AI,)

se le llama espacio propio de A correspondiente a .

= Ejemplo: Sea

4 -1 6
A= 2 1 6
2 -1 8

Un valor propio de A es 2. Encuentre una base para el espacio propio correspondiente.

e Solucién:

4 -1 6 10 0
A—)N; = 2 1 6|—-21010
|2 -1 8 0 0 1
[2 —1 6]
= 2 -1 6
|2 -1 6

Calculamos entonces

2 -1 6
Nul (A — AI3) = Nul 2 -1 6
2 -1 6
para ello
2 -1 6 0 1 -2 30
2 -1 6 0|~|0 0 00O
2 -1 6 0 0 0 0O
entonces el sistema lineal equivalente es
r —3y +3z = 0
0 =0
0 =0
luego
T = %y -3z
y = libre
z = libre
es decir los vectores del espacio nulo se escriben como
1 1
T 5y — 32 5 -3
y | = Y =y | 1 |+=z 0
z z 0 1
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Finalmente

Nul (A — A\I3) = Gen

O =
o

Teorema 13.1. Los valores propios de una matriz triangular son las entradas de su diagonal principal.

= Demostracidén:
ail ai2 a3

A= 0 ax a3
0 0 ass
entonces los valores propios A hacen que el sistema homogeneo
ai; — A a2 a3 T 0
0 a29 — A a23 T2 = 0
0 0 ass — A T3 0
tenga oo soluciones. Para eso la matriz A — A\I tiene que tener menos de 3 columnas pivotes. Esto
ocurre si
a1 — A = 0,
azp—XA = 0,
aszs — A = O,

cualquiera o todas estas igualdades se cumplen.

= Ejemplo: Calcula los valores propios de

3 6 -8 3 00
A=]10 0 6| yB=|-2 10
0 0 2 5 3 4
e Soluciéon: Los valores propios de A son
3,0y 2.
Los valores propios de B son
3,1y 4.

Teorema 13.2. Sea A una matriz n x n. Entonces A es invertible si y solo si 0 no es un valor propio de

A.
= Demostraciéon: Existe una solucién no trivial x de

Ax =0x=0.

Teorema 13.3. Si
Vi, V2,...,Vp

son vectores propios que corresponden a distintos valores propios
A1, A2,y Ay
de una matriz A n x n, entonces el conjunto
{vi,va,..., v}
es linealmente independiente.

» Demostracion:
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13.2. La ecuacidon caracteristica

s ;Cémo podemos calcular los valores propios de una matriz A que no sea una matriz triangular?

= Ejemplo: Encuentre los valores propios de

2 3
A= { 2 3 ] _
e Solucién: Tenemos que encontrar todos los escalares A de forma que
(A — )\12) x=0

tenga una solucién no trivial. Por el Teorema de caracterizacién de matrices invertibles, esto

es equivalente a demostrar que
(A—Al)

no es invertible. El Teorema 4 de la Seccién 2 del Tema 2, sabemos que la matriz (4 — Al2)
no es invertible si y solo si su determinante vale 0, esto es,

det (A — AIp) = 0.

Luego
es decir,
2=XN)(-6—-XN)-9 = 0

A 4+4x—21 = 0.

Resolviendo obtenemos los valores propios:

A

_ —44/16 —4 x 1 x (-21) _{ 3
- 5 =

13.2.1. Determinantes

= Sea

a21  a22

A:{au a12:|

una matriz 2 x 2 se define el determinante como

det A = a11a22 — a21412.

= Sea
ailr a2 ais
A= | an a2 ax

azip asz2 as3

se define entonces

a22 a2 az1 a2
det A = aq1 det 31 — appdet 3
az2 Aass a3y ass

as1 as2

+as1 det |: @21 @22 :l
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donde

a a
det 22 @23
azz2 ass

se obtiene quitando la primera fila y la primera columna de la matriz A, el

a a
det 21 23
asy ass

se obtiene quitando la primera fila y la segunda columna a la matriz A y, finalmente,

a a
det 21 22
az1 as2

se obtiene quitando la primera fila y la tercera columna a la matriz A.

= Luego en general si se tiene una matriz A de tamafio n X n se define la matriz A4;; como aquella
matriz que resta de quitar la fila ¢ y la columna j de la matriz A.

= Se define entonces el determinante de la matriz A a partir del desarrollo por la fila i de la matriz
A como

det A S (—1)i+1 ;1 det Ail —+ (—1)i+2 a;2 det Ai2 +

-4 (_1)i+n a;n det A;,.

= Se define entonces el determinante de la matriz A a partir del desarrollo por la columna j de la
matriz A como

det A 2 (1) ay;det Ay + (=1)*1 ag; det Agj +
o (=) 4y, det A,
Teorema 13.4. Sea A una matriz de tamafio n X n, entonces
det A = dl_e_tA = dﬁtA
parai=1,2,...,nyj=12,...,n.
= Ejemplo: Calcular

det

~ &~ =
oo Ot N
© W

e Solucién: Desarrollamos por la tercera columna de la matriz A

1 2 3
det| 4 | 5] 6
71819
. 13 4 6 Y 1 3 1\ 1 3
= (-1 2det[7 9]+( 1) 5det[7 9}—!-( 1) 8det[7 9}

4 6 1 3 1 3
—2det[7 9}+5det[7 9]—8det[4 6]

= —2x(=6)+5x(—12) =8 x (—6) =0.
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Propiedades de los determinantes

Teorema 13.5. Sea A una matriz cuadrada n x m. Entonces

1. Si se suma un multiplo de una fila de A a otra fila para producir una matriz B entonces

det A = det B.

2. Si se intercambian dos filas de A para producir una matriz B entonces

det A = —det B.

3. Si a una fila de A se multiplica por k para producir una matriz B entonces

= Ejemplo enunciado 1:

1 2 3
det| 4 5 6
7 8 9
= Ejemplo enunciado 2:
det
= Ejemplo enunciado 3:
V2det
» Ejemplo: Calcular
2
3
det _3
1
[ 1
= 2det _g
|1
[ 1
0
= 2det 0
| 0
[ 1
= 4det 8
| 0

det B = kdet A.
1 2 3 1 2 3
=det| 5 7 9 | =det| 4 5 6
789 2 -1 0
2 3 45 6
5 6| =—det| 1 2 3
8 9 7 8 9
2 3 1 2 3
5 6 | =det | 4/2 5vV2 62
8 9 78 9
6 8
5 10
1 -2
0 6
3 4] (1 -4 3 4
5 10 0 3 —4 —2
01 —2 =24 19 10 10
0 6 0 0 -3 2
3 4 1 —4 3 4
4 -2 0 3 —4 -2
g o | TAdeti o o 3
-3 2| 0 0 -3 2
3 4]
4 -3
T, | =4x (9 =36
0 1|
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Teorema 13.6. Sea A una matriz n x n, y sea U la forma escalonada obtenida a partir de A efectuando
exclusivamente las operaciones por filas de reemplazo (reemplazar una fila por la suma de si misma y un
miultiplo de una fila) e intercambio (intercambiar dos filas) esto es,

Uip U2 - Uln
0 uge -+ Uy
A~U=
0 0 - Upn
y sea
r = numero de intercambios de fila realizados.
Entonces
det A = (—1)T U1U22 * * * Unn-
Ademaés
det U = up1usg - - Upp.-
= Ejemplo:

1 123 345 456
0 2 234 321
0 0 3 232
0 0 0 4

det =1x2x3x4=24.

» Ejemplo: Calcule el det A para

1 5 0
A=| 2 4 -1
0 —2 0
e Solucién:
1 5 0 1 5 0]
0 -2 0 | 0 -2 ]
1 5 i 1 5 0
~ 0 -2 0Of~]0 =2 0
| 0 -6 -1 | 0 0 -1
entonces
1 5 0
det | 2 4 —1 | =(=1)"(1x(=2)x(-1) =-2.
0 -2 0

Otra forma alternativa (desarrollar por la tltima fila):

1 5 0
det | 2 4 -1
-2 0
_ 4 5 0 5 1 0
= (—1)"0det i 1 } +(-1) (—2)det[ 5 _1 }
6 1 5] 1 0|
+(—=1)"0det 9 4 ] = 2det { 9 _1 ] =-2.

Teorema 13.7. Sean A y B matrices n X n :

1. A es invertible si y solo si det A # 0.
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2. det (AB) = det Adet B.
3. det AT = det A.

» Ejemplo enunciado 2:

= Ejemplo enunciado 3:

6 1 (6 1 6 3
det{3 2]—9—det_3 2_ —det{1 2}

13.2.2. La ecuacidén caracteristica

» Empleando el Teorema 4—(1) podemos utilizar el determinante para decidir cuando la matriz
(A - )‘In>
no es invertible.

= La ecuacion escalar
det (A—AI,) =0

es la ecuacién caracteristica de A.
= Un escalar A es un valor propio de la matriz A n X n, si y solo si satisface la ecuacién caracteristica

det (A — \I,,) = 0.

= Ejemplo: Encuentre la ecuacién caracteristica de

5 -2 6 -1
0 3 -8 0
A=109 0 5 4
0o 0 0 1
e Solucién:
5—A =2 6 -1
0 3—Xx -8 0
A= M= 0 0 5—2X\ 4
0 0 0 1—2X\

entonces
det (A— ML) =(5-A)(3=X) (5—A)(1—A).

La ecuacion caracteristica es

G-XN*B-=XN1-)N=0

los valores propios son
A1 =5, =3)3=1.

Ademds, si desarrollamos la anterior expresiéon obtenemos

(5=X?(B=X)(1—=X) =75—-130A+68X2 — 14)\> + \* =0
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= Se puede demostrar que si A es una matriz n X n, entonces
det (A — \1,)
es un polinomio en A de grado n que se le llama polinomio caracteristico de A.

» El valor propio A; = 5 del ejemplo anterior se dice que tiene multiplicidad 2 porque (5 — \) aparece
dos veces como factor del polinomio caracteristico.

= La multiplicidad algebraica de una valor propio A es su multiplicidad como raiz de la ecuacién
caracteristica.

13.2.3. Semejanza

s Sean A y B dos matrices n X n, entonces A es semejante a B si existe una matriz invertible P de

forma que
A=PBP

Teorema 13.8. Si dos matrices A y B n X n son semejantes, entonces tienen el mismo polinomio
caracteristico y por lo tanto los mismos valores propios (con las mismas multiplicidades).

= Demostracion: Si
A=PBp!

entonces
A— M, =PBP ' -P(\I,)P ' =P(B-\,)P".

Entonces empleando el Teorema 4—(2) obtenemos

det (A—AIL,) = det (P (B—AL)P™")

det Pdet (B — \I,,) det P!

= det(B—\l,)
ya que
1 =detI, =det (PP™") = det Pdet P™"
luego
1
det P7' = ——.
¢ det P

13.2.4. Aplicacion un Modelo dinamico de consumo

= Consideremos el problema

[l ]

0.9821 0.0029 | [ X4 (t)
0.0179 0.9971 | | Xp(t) |

EHOIRI R

X¢11 = AXy, Xg es la condicién inicial.

o [ Xat+1) ] [ 09821 0.0029
LT Xp(t41) |77 | 00179 0.9971 |

= [ a0 ] o= [ 20 ] - [ e
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parat=0,1,.... Nos interesa estudiar el comportamiento a largo plazo, esto es,

i | 30 |

t—o0

= Noétese que si

v1 es un vector propio de A con valor propio Aq,

va es un vector propio de A con valor propio As,
y podemos escribir la condicién inicial como
X0 = Z1V1 + TaVo
entonces

X1 = AXO =A (.’121V1 + xQVQ) =T (AVl) + X2 (AVQ)

T1A1V1 + T2 A2 V2
En un segundo paso

X = Ax1=A (1131/\1V1 + :EQ/\QVQ) =1\ (AVl) + Zog (AVQ)

2 2
= 1‘1)\1V1 + {E2>\2V2

en general obtenemos la férmula de recurrencia

x; = 1A vy + 22 Mbva.

Finalmente
lim x; = lim (xl)\’ivl + nggw) .
t—o0 t—o0

1. Calculamos polinomio caracteristico

0.9821—X  0.0029 ] ,
det | om0 o007l x| = 0-9792 - 1.9T92X+ X,

2. Calculamos las raices del polinomio caracteristico
0.9792 — 1.9792)\ + \* =0

donde se obtiene que
{A1=0.9792},{)y = 1.0}

Mateméticas A.D.E

3. Calculamos los vectores propios para A\; = 0.9792 que son las soluciones del sistema homogeneo

0.9821 — 0.9792 0.0029 z | |0
0.0179 0.9971 — 0.9792 y| |0

obtenemos que

luego
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4. Calculamos los vectores propios para A2 = 1.0 que son las soluciones del sistema homogeneo
0.9821 — 1.0 0.0029 x| |0
0.0179 0.9971 — 1.0 y| |0
x| —0.16201
y | Y 1

—0.16201
Vo = 1 .

obtenemos

luego

5. La condicién inicial se escribe como combinacién lineal de los vectores propios:
xo | _ | 100000 | . -1 g —0.16201
yo | | 300000 | — Y| 1 2 1

-1 -0.16201 100000 | 1 1 O —1.7733 x 10°
1 1 300000 0 1 4.7733 x 10°

es decir

lo que nos dice
) = —1.7733 x 10°, 29 = 4. 7733 x 10°.

6. En consecuencia

« =[]
= (~1.7733 x 10%) (0.9792)" [ _1 ]
+(4.7733 x 10°) (1.0)' [ -0 1620} ]

(~1.7733 x 10°) (0.9792)" [ _1 ] +

+(4.7733 x 10%) { —0. 16201 ]

como
lim (0.9792)" =0

t—o0o

obtenemos que

B —77332.

Ifm xt:(4.7733><105)[ —[47733><105 ]

t—oo

—0.16201
1

13.3. Diagonalizacién

s Dada una matriz A n X n podemos construir una matriz diagonal D que sea semejante a la matriz
A : esto es, jpodemos construir una matriz invertible P de forma que

A= PDP L.
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= Recordemos que una matriz diagonal es de la forma

MO 0 0

0 A 0 0
D= : :

0 0 Ao 0

0 0 0 A

v-[35]
Entonces
D? [5 0“5 0]:[25 0}:[52 0]
0 3 0 3 0 9 0 32|
o= oor= 5] [ ][0 2]
En general
D":D-D~-D:[5n On]paran>1
0 3
= Ejemplo: Sea
=[]

Encuentre una férmula para A*, dado que A = PDP~! donde
1 1 5 0
-l )R]

e Solucién: En primer lugar calculamos

a partir de

Entonces, como

A% = (ppP~')’=(PDP7') (PDP™)
PD(P~'P)DP™!
P(DI,D)P!

pPD*p~!
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Si empleamos el mismo argumento una vez mas:
A® = AA*= (PDP')(PD*P)
PD(P~'P)D*P!
= P(DI,D*) P!
= pPD*P L

En general, obtenemos la férmula de recurrencia

Ak = pDFp-1,

Que nos da

721" [ 1 1][s o0 2 1
1 4 [ [ ) 0 3* -1 -1
[ 1 1 [2x5F 5k
-1 =2 —3k 3k

2 x 5% — 3k 5k — 3k
| —2x5F+2x3F —5F42x 3k

s Definicién: Una matriz cuadrada n x n, A es diagonalizable si A es semejante a una matriz
diagonal, esto es, si existe una matriz invertible P y una matriz D diagonal de forma que

A= PDP .

Teorema 13.9 (Teorema de diagonalizacién). Una matriz A n x n es diagonalizable si y solo si A tiene
n—vectores propios linealmente independientes. De hecho,

A=PDpP!

si y solo si las columnas de la matriz P son n—vectores propios linealmente independientes. En este caso,
las entradas diagonales de D son valores propios de A que corresponden, respectivamente, a los vectores
propios de P.

= A una base como la que describe en Teorema de diagonalizacion se le llama base de vectores
propios.

= Demostracion: Sean

V1, Va,...,V, vectores propios de A
A1, A2, ..., A\, valores propios.asociados
Sea
P = [ Vi Vo Vi ] ,
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entonces
AP = A[vi va o v ]
= [Avl Avy - Avn]
= [ )\1V1 )\2V2 )\nvn ]
A1 0
= [ Vi V2 -V ] :

0 -+ A
= PD=— AP =PD <= APP '=pDp7!

<~ A=PDPL.

13.3.1. Diagonalizacién de matrices

= Ejemplo: Diagonalice, si es posible, la matriz siguiente:

1 3 3
A=| -3 -5 -3
3 3 1

e Solucién:

1. Encontrar los valores propios de A.

1—A 3 3
det (A—N)=det| -3 —5-Xx -3
3 3 1=\
1—A 3 3 3 3 1—-2AX
-3 —5—-A -3 |'= -3 —5—A -3
3 31— 1- A 3 3
3 3 1—A 1
~ 0 —2—X —2—X | multiplicamos la 1“fila por 3
[ 1-A 3 3
' 1 1 $(1-=X)
~ 0 —2-X —2—-A
[ 1-A 3 3
[ 1 1 $(1-X)
~ 0 —(2+)) — (24 ) | multiplicamos la 1°fila por 3
L0 242 —1(1-X7+3
[ 3 3 (1))
~ 0 —(2+N) —(24+X) | =Uconr=1.
L0 0 —1@-N+3-(2+)
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Entonces el polinomio caracteristico

1—-A 3 3
det -3 —-5-A -3
3 3 1-A

= (—1)1><(3><(—(2+A))><(—%(1—)\)2+3—(2+)\)>)
= 3(2+)\)<—%(1—)\)2+(1—)\)>
_ 3(2+)\)(1—)\)<—%(1—)\)+1>

— 324NN (%Hg)

1
= 3(2—}—)\)(1—)\)5()\—1—2)
= (2+)0)°(1-)).
En consecuencia los valores propios son

A1 = —2 con multiplicidad algebarica 2,
A= L

2. Encontrar tres vectores propios de A linealmente independientes:

a) Para \; = —2 hay que resolver

1-(-2) 3 3 x 0
-3 —-5—-(-2) -3 y =101,

3 3 1-(-2) z 0

como

1—(-2) 3 3 3 3 3
-3 —-5—(-2) -3 = -3 -3 -3
3 3 1-(-2) 3 3 3

que nos da como soluciéon

z+y+z = 0,
0 = 0,
0 0,
esto es
x -1 -1
Yy | =y 1| +=z 0
z 1
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Los dos vectores propios son

-1 -1
L,
0 1
b) Para A; = 1 hay que resolver
1-1 3 3
-3 —-5-1 -3
3 3 1-1
como
1-1 3 3
-3 —-5-1 -3 =
3 3 1-1
obtenemos
Tr—z 0,
y+z = 0,
0 = 0
esto es
T 1
y | =2z| —1
z 1
El vector propio es
1
-1
1

]

N <

1 -1 1
P=| -1 0 -1
0 1 1
entonces se calcula
-1 -2 -1
Pl=| -1 -1 0
|1 1 1
obteniendo finalmente que
1 -1 17[-2 00
-1 0 -1 0 -2 0
| 0 1 L]l 0 0 1
1 3 3]
= -3 -5 -3
3 3 1

0
=10/,
0
o 3 3
-3 -6 -3
3 3 0
1 0 -1
01 1
00 O

-1 -2 -1
-1 -1 0
1 1 1
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= Ejemplo de una matriz no diagonalizable: Sea

2 4 3
A=| -4 -6 -3
3 3 1

El polinomio caracteristico es
det (A=A =(1-X\) (A+2)°.

Luego los valores propios son los mismos, sin embargo para A\; = —2 obtenemos como vector propio

y para Ay = 1 obtenemos

En este caso
1 -1
P=1] -1 1
1 0

no es una matriz cuadrada y en consecuencia los vectores propios no forman una base para R3.
Podemos afirmar entonces que la matriz A no es diagonalizable.

= Como consecuencia del Teorema 2 obtenemos:

Teorema 13.10. Una matriz n X n con n—valores propios distintos es diagonalizable.

13.3.2. Matrices cuyos valores propios no son distintos

Teorema 13.11. Sea A una matriz n X n cuyos valores propios distintos son

AL Azs s Ap.

1. Para 1 < k < p, la dimensién del espacio propio para A; es menor o igual que la multiplicidad
algebraica del valor propio Ag.

2. La matriz A es diagonalizable si y solo si la suma de las dimensiones de los distintos espacios propios
es igual a n y esto sucede si y solo si la dimensién del espacio propio para cada A\ es igual a la
multiplicidad algebraica de Ag.

3. Si A es diagonalizable y By es una base para el espacio correspondiente a A para cada k, entonces
la coleccién total de vectores de los conjuntos

Bi,Ba, ..., B,
forma una base de vectores propios de R".

= Ejemplo: De ser posible diagonalice la matriz

5 0 0 0
0o 5 0 0
A= 1 4 -3 0
1 -2 0 -3
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e Solucién: Como A es una matriz triangular los valores propios son

A1 = Smultiplicidad algebraica 2

Ao = —3multiplicidad algebraica 2

Entonces obtenemos

0 0
B_3 = Gen 8 , (1) —dimB_3 =2,
1 0
8 16
i _34
Bs = Gen i , 03 — dim B5 = 2.
0 1

El Teorema 11 (2) nos dice que como la dimensién de cada subespacio coincide con la multi-
plicidad algebraica del valor propio entonces la matriz A es diagonalizable.
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Capitulo 14

Funciones de dos o mas variables

14.1. Funciones de dos o mas variables

Una funcién de dos variables x e y con dominio D C R? es una regla que asigna un ntmero especifico
z = f(z,y) a cada vector
x
{ } en D.
Y

Ejemplo 14.1. Consideremos z = 2z + 2293, entonces f(x,y) = 2x + 2%y3. Podemos entonces calcular

f(0,0)=2-0+0%-0% =0,
f(1,0)=2-1+12-03 =2,
f(0,1)=2-0+0%-13=0,
f(L,1)=2-1+12.13 =3,
f(1,2)=2-1+1%2.23 =10.

Ejemplo 14.2. Un estudio de la demanda de leche realizado por R. Frisch y T. Haavelmo, encontré la

relacién
12-08

r=A——
1.5
pl5
donde z es el consumo de leche, p su precio relativo y r la renta por familia y siendo A es una constante
positiva. En este caso podemos escribir que

r2:08
v=flnp)=A 55

Ejemplo 14.3. Una funcién que aparece en muchos modelos econdémicos es la funcién de Cobb—Douglas,
esta se expresa como
F(z,y) = Az siendo A,a y b constantes.

Nétese que la podemos expresar como
F(x,y) _ Aealnxeblny _ ealnac-‘,—blny7
luego solo estd definida para valores x > 0 e y > 0.

Ejercicio 14.1. ;Podemos afirmar que la funcién que aparece en el Ejemplo 2 es una funciéon de Cobb—
Douglas?

Ejercicio 14.2. Demuestra que el logaritmo neperiano de una funcién Cobb-Douglas es lineal en la
variables x e y, esto es, el In F(z,y) es de la forma Cx + Dy + F con C, D y F' constantes.

1



CAPITULO 14. FUNCIONES DE DOS O MAS VARIABLES & cru .

Una funcién f de n—variables x1,zo, ..., x, con dominio D C R™ es una regla que asigna un nimero
especifico z = f(z1,xa,...,2,) a cada vector
Z1
T2
en D.
L

Ejemplo 14.4. T. W. Schultz calculé que la demanda de azucar x en E.E.U.U durante el periodo
1929-1935 se podia describir aproximadamente empleando la expresion

x = 108.83 — 6.0294p 4 0.164w — 0.4217¢,

siendo p el precio del azucar, w un indice de produccién y t el ano, tomando como referencia ¢t = 0 en
1929. En este caso
x = f(p,w,t) = 108.83 — 6.0294p + 0.164w — 0.4217¢.

Ejemplo 14.5. R. Stone hall6 la férmula siguiente para la demanda de cerveza x en Inglaterra:

)

T = 1'0581_(1).136x270.727xg4914m2.816

donde x; es la renta del individuo, xo el precio de la cerveza, x3 un indice general de precios y otros
bienes y x4 la fortaleza de la cerveza. En este caso

¢ = f(z1, 22,23, 4) = 1.05833[1).136$50.727xg.914x2.816
y el dominio de definicién es 1 > 0,22 > 0,23 > 0y x4 > 0.
Una funcién de n—variables se dice lineal si
f(z1,29,...,2n) = @121 + agxa + -+ + anty + b,
siendo aq, as,...,a, y b constantes.
Ejemplo 14.6.
flx1, 29, 3) = 321 + 229 — 3 + 2.

Dominios

Al igual que en el caso de las funciones de una variable, supondremos, a menos que se diga lo contrario,
que el dominio de una funcién definnida por una férmula es el mayor dominio en el cudl la férmula tiene
sentido y da un valor tunico.

Ejemplo 14.7. Consideremos

f(xvy): V‘r—l—'_\/@

En este caso el dominio D, estard formado por los vectores de R? que cumplen que > 1 e y > 0.

Ejemplo 14.8. Consideremos

g(z,y) = (;1/24'\/9—(1724'212)-

x2+y? —4)

Se tiene que cumplir para que esté correctamente definida que 9 — (22 + y?) > 0y que z2 +y% — 4 # 0.
Es decir 22 + 32 <9y 22 + 32 # 4.
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Figura 14.1: La esfera z? + y? + 22 = 4.

14.2. Representacion geométrica de las funciones de varias va-
riables

Una ecuacién en dos variables del tipo f(z,y) = ¢, siendo ¢ una constante se puede representar en el
plano mediante una curva.

Ejemplo 14.9. Si f(z,y) = 2 + y?, entonces tomando ¢ = 4 se tiene que
fla,y) =a® +y* =c=4.
La ecuacién 22 + y? = 4 describe los puntos situados sobre una circunferencia de radio 2.

Una ecuacién en tres variables del tipo f(x,y,z) = ¢, siendo ¢ una constante se puede representar en
el espacio mediante una superficie-

Ejemplo 14.10. Si f(z,y,z) = 22 + y? + 22, entonces tomando ¢ = 1 se tiene que
fay,z)=a?+y° + 22 =c=4.

La ecuacién z2 + y? + 22 = 4 describe los puntos situados sobre una esfera de radio 2.

La grafica de una funcion de dos variables

Sea z = f(z,y) una funcién de dos variables definida en un dominio D del plano R?. La gréafica de la
funcién f se puede describir como la superficie generada por la funcién F(z,y,z2) = z — f(x,y) tomando

F(xvyﬂz) = Z*f(l‘?y) =c=0.
Ejemplo 14.11. Consideremos z = f(z,y) = 2% + y? y definamos
F(Lﬂ,y) =z (.’E2 +y2)7
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Figura 14.2: La superficie z = 22 + 32.

si dibujamos
Flz,y) =z~ (2* +y*) =0 & z =2+,
obtenemos la grafica de la Figura 2.
Este modo de representar graficamente una funcién de dos variables nos ayuda a visualizar el compor-
tamiento en términos generales. El inconveniente es que se requiere o bien una cierta habilidad artistica o

bien el empleo de un programa de ordernador. La Figura 2 se generé empleando el software Euler (licencia
GPL) que se puede descargar gratuitamente en:

http://mathsrv.ku-eichstaett.de/MGF/homes/grothmann/euler/
simplemente ejecutando la instruccion:

>£3d("x"2+y"2")

Curvas de nivel para z = f(z,y)

Los cartégrafos dibujan caracteristicas topograficas de la superficie terrestre, como colinas y valles
en un mapa plano. Para ello dibujan curvas de nivel, que son contornos que unen puntos del mapa que
representan posiciones en el terreno con la misma altitud sobre el nivel del mar. Podemos emplear la
misma idea para representar geométricamente una funcién z = f(x,y) arbitraria. Para ello se corta la
grafica de una funcién por planos horizontales z = constante, esto es, paralelos al plano zy. Luego, se
proyectan esas intersecciones perpendicularmemte sobre el plano xy. Si el plano por el que hemos cortado
es z = ¢, la proyeccién sobre el plano xy se le llama curva de nivel de f de cota c. La curva de nivel sera,
pues, la curva plana de ecuacion

flx,y) =c

Ejemplo 14.12. Consideremos la funcién de dos variables
2=+
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Figura 14.3: La superficie z = 22 + y? interseccién el plano z = 1, y las curvas de nivel asociadas.

definida para —1 <z <1y —1 <y < 1. Si consideramos z = 1, en la Figura 3 representamos el corte
por el plano z = 1, y la proyeccién correspondiente que nos da la curva de nivel 22 + y? = 1 en el plano
xy. Como podemos ver en la misma figura, las curvas de nivel son del tipo 2% + y? = ¢, que representan
circunferencias centradas en el origen con radio /c.

Ejemplo 14.13. Consideremos la funcién de dos variables
z=a3+ P+ +y—1

definida para —1 < x <1y —1 <y < 1. En la Figura 4 representamos la interseccién con el plano z = 1
y las curvas de nivel del tipo 23 + ¢y +2+y—1=c.

Funciones de n—variables en R"

Solo podemos obtener algiin tipo de representacion geométrica para funciones de n = 1,2, 3—variables,
o bien empleando su gréafica o bien mediante curvas o superficies de nivel.

Si z = f(x1,%2,...,2,), lamamos grafica de f al lugar geométrico de R"*! formado por los puntos
de la forma

(x1,@2, ..., Tn, (21,22, ..., Tp)).

tales que (1,9, ..., 2, ) estdn en el dominio D. A esta grafica se le llama por similitud superficie, aunque
su nombre técnico es el de hipersuperficie.

Si ¢ es un namero real cualquiera, lugar geométrico de R™ formado por los puntos que cumplen que

f(xl)x%"'axn):c

se le llama superficie de nivel de f.
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Figura 14.4: La superficie z = 2% + y? + 2 +y — 1 interseccién con z = 1 y las curvas de nivel asociadas.

14.3. Continuidad

Se puede generalizar a funciones de varias variables el concepto de continuidad para funciones de
una variable, aunque la nocién de limite es claramente mucho mas compleja. Veamos como ilustraciéon la
definicion en el caso de funciones de dos variables.

Sea f(x,y) una funcién y (xg,yo) un punto dado, de forma que f estd definida en el conjunto de
puntos (z,y) de forma que

diSt([ z]’[% D = V(x =202+ (y—wo)? <

Yo

Diremos que
lim  f(z,y) =1L

(z,y)—»(zo 7y0)

si para cada € > 0 existe d > 0 de forma que si

(2] [2]) - Ve

Yo

entonces
En este caso se han sustituido los intervalos abiertos de la recta real R del tipo

|z — 20| <0< xestden (zg —e,20+¢)

por conjuntos de R? del tipo

V(@ —20)2 + (y —50)2 <8 & (v —20)” + (y — y0)* < &%
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Figura 14.5: El disco centrado en (zg, yo) de radio 4.

Este conjunto es la parte interior de un disco centrado en (zg,yo) y radio ¢ (ver la Figura 5).

La mayor parte de funciones con las que trabajaremos son derivables y como consecuencia de ello
continuas, por eso al igual que en el caso de una variable emplearemos la siguiente regla util: Toda
funcion de n-variables que se pueda construir por operaciones de adiccion, sustracion, multiplicacion,
division y composicion de funciones es continua alli donde esté definida.

Ejemplo 14.14. La funcién
fxy,2) = 2y + 82%y°z — wy + 82,
es continua para cualquier punto de R3.

Ejemplo 14.15. La funcién
Ty — 3

g(z,y) = m

es continua en todos los puntos de R? excepto aquellos que cumplen que

z? +y? =4.

14.4. Derivadas parciales

Derivadas parciales en dos variables

Consideremos la funcién

2z = 2%+ 2° (14.1)

si suponemos que y es constante, podemos calcular

dz

= = 3a°.

dx
Si en la expresién (14.1]) suponemos ahora que x es constante, podemos calcular

dz

— =4y.

dy 4
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Cuando se trabaja con funciones de mas de una variable se escribe que

0z
2
— = — = 4.
5 3z° y que y Y

Sea z = f(z,y). La derivada parcial de z o f con respecto a x, y que se denota por

0z , Of
8—x($,y) o a—x(ﬂ%y)

o bien para simplificar como

0z , Of

oz oz
es la derivada de f(z,y) con respecto a x cuando y se mantiene constante. La derivada parcial de z o f
con respecto a y, y que se denota por

02 of
a_y(‘r,y) o a_y(x7y)v

o bien para simplificar como

0z s of
9y Oy’
es la derivada de f(x,y) con respecto a y cuando x se mantiene constante.
Ejemplo 14.16. Calcular las derivadas parciales de
flay) =2’y + 2%y + o +y°.
Tenemos 9
—f = 32%y + 2y + 1,
oz
0
—f = 2%+ 2% + 2.
dy
Ejemplo 14.17. Calcular las derivadas parciales de

Ty
f(w,y) = e
Tenemos
of _y@®+y?) — o)y _ y* -2y
ox - (sc2 +y2)2 - (x2 _|_y2)2’
6_f B % — e
oy~ @R

Ejemplo 14.18. Calcular el valor de %(1, 2)y g—?’;(l, 2) para la funcién
_
f(w7y) - £L'2+y2.
Empleando los resultados obtenidos el ejemplo anterior tenemos
23 -12.2
g(la 2) = = Ea
Ox (124222 25

of ) )_13—22-1_—_3
oy T T (124222 T 25
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A menudo se emplean tambien la siguientes notaciones alternativas para las derivadas parciales:

of

6_$($7y) = fa?(x7y) = Za:(%iU) = Dmf(%?}),
y o

La manera formal de definir las derivadas parciales es: Sea z = f(«x,

lim f(x+Aa:,y)—f(x,y) _ 8f

Ax—0 Az o %CK’ y)
Del mismo modo si existe
Ay—0 Ax ox ’ '

Derivadas parciales en dos variables de orden superior

Recordemos que para la funcién del Ejemplo 16 las derivadas parciales

of
ox

of
Ay
son funciones que podemos volver a derivar como sigue:

(z,y) = 32y + 22y + 1,

—(x, y)—x + 222 Yy + 2y.

0 0

e (8£( y)) = 5 (32%y + 22y® + 1) = 62y + 2¢°,
8 0
0 0

oz (35 (=.9) > = 5, (7 +22%y + 2y) = 3% + day,

of _ 0 3 2 5.2
9 <8y( y)) = 3 (2% 4 2%y + 2y) = 227 + 2.

La notacién que se emplea es la siguiente:

o (ory_ ek | o (or)_ o
gr \ozr )~ 922 7 8y 0xr ) Oyox’

O (of\ _ f 0 (0f\ _ 0%
oz \ 9y ) 0xzdy Y oy \oy) Oy

Podemos ademas calcular para la funcién del Ejemplo 16:

o) =61242.97 =,

afgx(1a2)=3'12+4'1'2:11’

3825 (1,2) =3-12+4-1-2 =11,
?f(l 2)=2-1"+2=4.

y) definida en un disco sin incluir
el perfmetro del mismo (es lo que se conoce con un disco abierto), entonces si existe
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14.5. La diferencial

Conocemos que si una funcién de una variable y = f(z) es derivable entonces su diferencial es
dy = f'(z)dx.

En el caso de una funcién de dos variables z = f(x,y) podemos extender de forma natural esta definicién.
Supongamos que existen las derivadas parciales f;(x,y) y fy(x,y) vy son funciones continuas. Entonces
se define la diferencial

dz = fo(z,y)dz + fy(z,y)dy.

Ejemplo 14.19. Calcula la diferencial de la funcién f(z,y) = 2xsiny — 322y
Conocemos que
folz,y) = 2siny —6zy?,

fy(x,y) = 2xcosy— 62y.
Entonces
dz = (2 siny — Ga;yz) dx + (2:0 cosy — 6x2y) dy.

Notese que se puede escribir empleando notacién matricial y el producto escalar

dzx
dy

dz = [2siny—6xy2 2xcosy—6x2y]

- hen L]

Al vector formado por las derivadas parciales se le llama vector gradiente y se le denota por

Vf(r.y) 2 [ fo(z,y) } '

fy(x,y)
A la matriz
Df(x,y) £ [ fe(z,y) falz,y) | =Vi(z,y)7,

se le llama derivada de la funcion f.
En general para una funciéon de n—variables se define el vector gradiente como

f$1(x17x27"'?x7l)

fwz(x17x27"'axn)
Vf(il‘l,dfg, e ,xn) =S . y

fwn(x17x27"')xn)

y la derivada como
Df(x1,xa,...,2,) = Vf(z1,20,...,2,)T.
Sea f(x,y) una funcién definida en un dominio D. Diremos que f es diferenciable en (zq, yo) si

J(xo + Az, yo + Ay) — f(x0,90) = fo(w0,y0) Az + fo(x0,y0) Az + 1Az 4 £2Ay

donde €1,e9 — 0 cuando (Az, Ay) — (0,0). La funcién se dice diferenciable en D si es diferenciable en
todo punto de D.

Teorema 14.1. Si f es una funcién para las cual las derivadas parciales existen y son continuas en un
dominio abierto D, entonces f es diferenciable en D.

Teorema 14.2. Si f es diferenciable en un punto del dominio, entonces es continua en dicho punto.
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14.6. La Regla de la cadena

El caso de una tnica variable independiente
Consideremos w = f(z,y) = ¥?y — y*. Supongamos que

x=uz(t) =sint, y =y(t) = et

y deseamos calcular
dw

At
ent=0.
Esté claro que podemos sustituir

y derivar

dw
’r = 2sintcost e’ +sin? ¢ ef — 2e?t.

Sustituyendo ¢ = 0 obtenemos
dw
dt |,_,

Ahora bien, en el ejemplo anterior conocemos

y
dy t
— =cost, — =¢€
dt dt
;Podemos relacionar Cfi—qf con estas derivadas que podemos calcular previamente? La respuesta viene
determinada por el siguiente argumento:
dw et ALyt + AL) — fla(?),y(D)
— = lim .
dt At—0 At

Ahora bien, empleando la definicién de diferencial, tomando
Az =z(t+ At) —z(t) y Ay = y(t + At) — y(t)
se tiene que

fla(t+ At), y(t + At)) — f(x(t), y(t) =
fa(@(t),y(8))(x(t + At) — x(t)) + f, (2(8), y(1) (y(t + AL) — y(t))

+er(x(t + At) — (b)) + ea(y(t + At) — y(t))

donde

lim & = 0,
At—0
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para i = 1,2. Né6tese que cuando At — 0 se tiene que (Az, Ay) — (0,0). Dividiendo por At, la expresién
anterior obtenemos

fa(t+ At), y(t + At)) — f(a(b),y(?))
At

x(t + At) — z(¢)

At Ly (), y() LAY — v

At

(z(t + At) — z(t) y(t + At) — y(t)
At te At

fa(a(t), y(t))

“+e1

Si tomamos el limite cuando At — 0 obtenemos la regla de la cadena:

S = R0,y G+ el u(e) -

Esta se expresa usualmente como
dw Owdxr Owdy

A " owdt oy dt
Ejemplo 14.20. Consideremos w = f(x,y) = %y — y*. Supongamos que

r=z(t) =sint, y = y(t) = €.

Calcular entonces

dw
dt
ent=0.
Si empleamos ahora la regla de la cadena tenemos que
dw  Owdr Owdy
At dxdt | By dt

= (2zy)cost + (x? — 2y)e’.
Si ahora empleamos que x = sint e y = ¢! obtenemos

= 2sint e’ cost + (sin®t — 2¢f)e’

= 2sintcost e +sin?t e — 2.

que es el mismo resultado que habiamos obtenido anteriormente.

En el caso de una funcién f(z1,z9,...,z,) con
x1 = 21(t), 22 = 22(t), ..., Tp = xu (1)
se tiene
4 _ 0f dr | Of drz 9f din
dt — Oxp dt = Ozg di Ox, dt =

El caso de mas de una variable independiente

Consideremos la funcién w = f(z,y) = 2zy de forma que
r=x(s,t) =5 +t> ey =1y(s,t) = s/t.
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Entonces
w=f(s,t) = f(z(s,1),y(s, 1) = 2a(s,t)y(s,t) = 2(s* +*)(s/t)
3
= 2(— t.
(%)
Podemos calcular directamente entonces
8_11) B 652 + 2t2
ds t ’
dw 2st? — 283
ot 12 '

Ahora bien a partir de la expresién

w = f(z(s,t),y(s,t))

si consideramos t constante y derivamos con respecto a s empleando la regla de la cadena con una tnica
variable independiente obtenemos

ow _ Owdr  Oowdy

ds Ox 0s Oy 0s
Empleando el mismo argumento con ¢, dejando s constante obtenemos

ow 0w dx L ow Oy

ot Oz ot Oy ot

Si volvemos a nuestro ejemplo inicial se tiene

% = 2y, Z—Z =2z
y
Or _ 5, Oy _1
ds T ds ot
ox Jy s

= =2 L =——.
ot T ot 12

Sustituyendo se obtiene finalmente

9 1
a_l: = (2y)(2s) + (293); sustituyendo = = s* +t* e y = s/t
2s 1
= ()s) + 22+ )5
652422
= —
y
ow s ' .
9s (2y)(2t) + 2z (_t_2> sustituyendo x = s* +t“ e y = s/t
25 5 N
= (e -2AL+8)5
2st? — 253
= t—2~
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14.7. Derivacion implicita

Consideremos la ecuacién

w= f(z,y) =0
entonces la difencial cumple
o 9f of
dw=0= 6_xdx+ a—ydy.
Luego,
OF 4y = —8—fdx
ay™ T Toa ™
es decir
Wy _ 5
]
dx 55
siempre que
of
— #0.
Oy 7

Esto viene a decirnos que siempre que se cumpla f(z,y) = 0 y cuando %5 # 0 podemos despejar
y = y(x) como funcién de z localmente, y la funcién es derivable siendo capaces de calcular la derivada
implicitamente.

Ejemplo 14.21. Consideremos
w=y +y* —by—a*+4=0

Entonces
dw = E(1/3—i-y2 —53/—302—i—4)d:10—|—2(3/3—1-312 — 5y — 2? + 4)dy
ox dy
= —2xdx + (3y* + 2y)dy
0.

De aqui se obtiene

d 2
(3y? + 2y)dy = 2xdx = % = ﬁ siempre que 3y? + 2y # 0.

1, Qué ocurre en el caso de funciones de méas de dos variables?
Ejemplo 14.22. Consideremos
w=3x%2 — 2%y + 223+ 3yz —5=0

Si calculamos la diferencial

ow ow ow

dw = Laz+ Lay+
v ox T oy v+ 92"
= (622 — 22y?)dx + (22%y + 32)dy + (322 + 622 + 3y)dz
0.

De aqui deducimos que
(622 — 2xy*)dr + (22%y + 32)dy + (322 + 622 + 3y)dz = 0.
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Si despejamos dz obtenemos la expresion

6xz — 2ry? 272y + 3z

dz = — -
: 3x2 4 622 + 3y * 3x2 + 622 + 3y &

esto nos dice que si consideramos a z = z(x,y) entonces

0z 0z
dz = %dx + 8_ydy'

en consecuencia siempre que 3z2 + 622 + 3y # 0 podemos escribir

0z 6xz — 2zy°? 0z 22y + 3z

Or 312 +622+3y y8_y2_3m2+6z2+3y'

Estas derivadas son la derivadas parciales implicitas de z con respecto a z y a y, respectivamente.
Notese que si se hubiese despejado dx entonces

222y + 3z 322 + 622 + 3y
- ———dz.

dr = ——F——
“ 62 — 2xy? 4 6xz — 2xy?

Si consideramos que x = x(y, z) entonces

or oy
der = —d —=dz.
v dy vt 0z ‘
Luego siempre que 6zz — 2232 # 0 podemos calcular las derivadas parciales implicitas
dr  2%y+3z dr 3P +62°+3y
dy  6xz — 2xy? Yoz = 6xz — 2xy?

14.8. Derivadas direccionales y gradientes

Sea w = f(x,y) una funcién de dos variables. Entonces si consideramos una recta descrita en forma

paramétrica
Zo Up xo + tuy
t) =x¢+tu= +t =
() 0 [yo] {uz] {yo-ktuz}

donde (xg,yo) y (u1,usz) son conocidos. Podemos evaluar la funcién f a lo largo de esta recta, simplemente
calculando

w(t) = f(y(t) = flzo + tur, yo + tuz).
Noétese que esta funcién cumple que w(0) = f(zg, yo) ¥, empleando la regla de la cadena
w'(t) = fu(zo,y0)ur + fy(wo, yo)uz = V f(z0,90) ® u.
Ejemplo 14.23. Consideremos w = f(x,y) = 2zy, y sea
Y(t) = (1+2t,3+5¢t) = (1,3) + £(2,5).

En este caso se trata de una recta que pasa por el punto (1,2) y lleva la direccién del vector (2,5). Si
calculamos
w(t) = f(y(t)) = F((1 4 2t,3 4 5t)) = 2(1 + 2t)(3 + 5t) = 20t> + 22t + 6

entonces
w'(t) = 40t + 22.

Esto nos da la derivada de f en la direccién de la recta (t). Si igualamos a cero, obtenemos que t = —22/40
la derivada en esa direccién se anula, como w”(t) = 40 > 0, se tiene que en esa direccién la funcién f
tiene un minimo.
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Se define entonces la derivada direccional de f en la direccion de u y se denota por

Duf(z,y) = Vf(z,y)eu.

Teorema 14.3. El gradiente V f(x,y) siempre indica la direccién de méximo crecimiento de la funcién
de la funcién f en el punto (z,y).

Demostracién. Consideremos todas las direcciones u de forma que ||u|| = 1. Si evaluamos la derivada
direccional para calcular la direcciéon de méximo crecimiento para la funcién f obtenemos que

Duf(z,y) = Vf(z,y)eu=|[Vf(z,y)llllullcos £(V[(z,y),u)
IV f(@,y)] cos Z(V f (2, ), w).
Ahora bien la derivada direccional tomaré el valor mdximo en un punto (z,y) cuando
cos Z(V f(z,y),u) = 1,

es decir cuando V f(z,y) y u apunten en la misma direccién. m
Sea f(x) una funcién definida en un dominio D. Dado un punto x* en D diremos que es un minimo
(respectivamente, un maximo) si

F(x*) < f(x) (respectivamente, f(x*) > f(x)).
para todo x en D
Corolario 14.1. Si x* es un maximo o un minimo para f, entonces
Vf(x*)=0.
Teorema 14.4. El gradiente es perpendicular a las curvas de nivel.
Demostracién. Consideremos las curva de nivel de una funcién f caracterizada por la expresion
fla,y)=c
siendo ¢ una constante fijada. Supongamos que podemos describir localemte la curva empleando una
parametrizacién
V() = (x(t),y(t))
para t tomando valores en un cierto intervalo I, de forma que
fla(),y(t) = c.
Derivando mediante el empleo de la regla de la cadena obtenemos
fo(@(t), y(£))a' (t) + fy (2(t), y(t)y'(t) = O,

esto es,

Como el vector
[ ' (t) ]
y'(t)
es la tangente a la curva nivel, obtenemos que el vector gradiente

[ fa(2(t),y(1)) }
Fy(2(8),5(t))

es perpendicular a la misma (ver la Figura 1).
[
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gradiente f(x,y) 2 XMy ®)
- .

Figura 14.6: El gradiente es perpendicular a las curvas de nivel.



CAPITULO 14. FUNCIONES DE DOS O MAS VARIABLES & cru .




Capitulo 15
Optimizacion

15.1. Introduccién
Supongamos que deseamos resolver el siguiente programa

max z,
(z,y)

siendo z = f(z,y) = —22% — y? + 4z + 4y — 2. Conocemos que los maximos y minimos son puntos en los
que el gradiente se tiene que anular, esto es, (z,y) serd un candidato a maximo o minimo si cumple que:

Vit = 4] 0= 5].

Igualando componente a componente tenemos que resolver el sistema lineal

—4dr+4 = 0

—2y+4 = 0

cuya soluciéon es x = 1 e y = 2. En consecuencia, el tinico punto candidato a maximo o minimo es el
punto (1,2). ;Cémo podemos determinar si es méximo o minimo? jy si es local o global?

Una primera observaciéon importante es que el conjunto posibles soluciones del anterior problema es
todo el dominio D de la funcién f que es R2. Deberfamos pues haber planteado el problema del modo
siguiente:

max z.
(z,y)ER?
Se dice entonces que el conjunto factible de soluciones del problema de optimizacién es R2.

Veamos un resultado 1til que extiende a varias variables, el resultado que nos dice que una funcién
continua definida en un intervalo cerrado tiene maximo y minimo absoluto. En primer lugar extenderemos
la definicién de intervalo cerrado para conjuntos de R™.

Dado un conjunto D llamaremos frontera del conjunto D al conjunto de puntos que separan a D de
los puntos que no estdn dentro del conjunto (ver Figura 1). Se llaman puntos interiores a los puntos que
no estan situados en la frontera. Un conjunto D en R"™ se dice abierto si no tiene puntos frontera. Si
contiene a sus puntos frontera se dice que es un conjunto cerrado

Ejemplo 15.1. Un intervalo abierto (a,b) sus puntos frontera estan formados por el conjunto de puntos
{a, b}, como no contiene los puntos frontera es un conjunto abierto.

Ejemplo 15.2. Un intervalo cerrado [a, b] sus puntos frontera estan formados por el conjunto de puntos
{a, b}, como contiene los puntos frontera es un conjunto cerrado.
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Fronteradel conjuntoD .-~ -

\\\///

Interior del conjunto D

Figura 15.1: Los puntos frontera y los puntos interiores.

XA24yn2=r2 o~

XN 2+yN2<rn2

Figura 15.2: El conjunto abierto x2? + y? < r2.

Ejemplo 15.3. Un intervalo (a, b] sus puntos frontera estan formados por el conjunto de puntos {a, b},
como contiene a un punto frontera y a otro no, no es ni abierto ni cerrado.

Ejemplo 15.4. En R? el prototipo de conjunto abierto es un disco centrado en el origen de radio r que

no contiene a los puntos del perimetro que cumplen que 2 + y?> = r2. Los puntos interiores cumplen
22 4+ y? < r? (ver la Figura 2)

Diremos que un conjunto D de R™ es acotado si existe un radio r > 0 de forma que D esta contenido
en un conjunto del tipo z% + 23 + - -+ + 22 < r2.

Teorema 15.1 (Teorema de los valores extremos). Sea f(x) una funcién continua definida en un dominio

D de R™ cerrado y acotado. Entonces f tiene maximo y minimo absoluto en D, esto es, existe X, ¥ Xps
en D de forma que

f(xm) < f(x) < f(xpr) para cualquier x en D.

Ejemplo 15.5. Resolver el problema

min 2z,
(z,y)eD

siendo z = f(z,y) =2 +y? +y—1y D = {(a,y) : 2% +y? < 1}.
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Figura 15.3: La propiedad de la convexidad de un conjunto.

Como el conjunto D es cerrado y acotado y la funcién z es continua en D, el Teorema de los valores
extremos nos asegura que existe maximo y minimo absoluto en D. Para poder calcularlos, en primer
lugar encontraremos los puntos candidatos a méximos o minimos en el interior de D, que son puntos en
los que el gradiente se tiene que anular, y en una segunda fase buscaremos los maximos y minimos de f
sobre los puntos frontera.

Calculemos los puntos en D donde el gradiente de f se anula:

2x = 0,
2y+1 = 0.

Luego z = 0 e y = —1/2 como se cumple que x? + 3% = 02 + (—1/2)? = 1/4 < 1, tenemos que el punto
(0,1/2) esta en el interior del conjunto D.

Veamos el comportamiento de f en la frontera de D formado por los puntos que cumplen 2% 442 = 1,
entonces f(x,y) = (22 +y*)+y—1=1+y— 1=y cuando D toma valores en la frontera. como y solo
toma valores en el intervalo cerrado [—1, 1], la funcién alcanza un minimo para y = —1 y un méximo para
y = 1, para los que x solo puede tomar el valor 0 (recuerda que z% + y? = 1).

Los tres puntos a testar son entonces (0, —1/2), (0,1), (0, —1). Sustituyendo en la funcién obtenemos:

f(ov_l/z) = _5/4
01 =1
f(O,—l) =-1

Luego se alcanza el minimo absoluto en (0, —1/2) y el maximo absoluto en (0, 1).

15.2. Funciones céncavas y convexas

Un conjunto D es convezo si para cualquier par de puntos del mismo el segmento que une a ambos
puntos estd contenido dentro del mismo. Esto quiere decir que dados x e y en D se tiene que tx+ (1 —1t)y
estd en D para cualquier ¢ del intervalo [0,1] (ver la Figura 3).

Una funcién f definida sobre un conjunto D se dice conveza, si D es convexo y el segmento que une
dos puntos cualesquiera de la grafica, esto es,

tfx) + (1 =-0)f(y)

estd siempre por encima de la grafica de la funcién, esto es,
tf(x)+ A =0)f(y) = fltx+ (1= 1t)y)
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f(EX+(1-1)Y)

Figura 15.4: La propiedad de la convexidad de una funcion.

(ver la Figura 4).
Si la desigualdad se cumple al contrario, esto es,

tfx) + (1 =1)f(y) < ftx+ (1 —t)y)

se dice que la funcién es concava.
De forma evidente se cumple que si f es concava, entonces — f es convexa y viceversa.

Ejemplo 15.6. La funcién lineal
flxr,ma,...,2n) = f(X) =aex+b=a121 +agx2 + -+ apx, +b
donde aq,as9,...,a, y b son constantes es concava y convexa a la vez. Nétese que

fx+(1—-t)y) = (ae(tx+(1—1)y))+b

(aetx+ae(l—t)y)+(1—t)b+tdb

= tlaex+b)+(1—t)(aey+1b)
tfx) + (1= 1) f(y)-

El resultado siguiente no permitird determinar condiciones necesarias y suficientes para que un punto
sea maximo o minimo global cuando el conjunto factible es convexo.

Teorema 15.2. Supongamos que f tiene derivadas parciales continuas en un conjunto convexo D de R"
y sea X* un punto interior de D. Entonces

1. Si f es convexa, x* es un minimo global de f en D si y solo si V f(x*) = 0.
2. Si f es céncava, x* es un méximo global de f en D siy solo si Vf(x*) = 0.
Demostracion. Veamos 1. la demostracién de 2. se obtiene tomando — f que sabemos que es convexa.
Si x* es un minimo global sabemos que se tiene que cumplir que V f(x*) = 0.
Veamos ahora que si V f(x*) = 0, entonces x* es un minimo global. Para ello emplearemos el siguiente
lema

Lema 15.1. f es convexa en D siy solo si para cualquier x e y en D se cumple
fx) = f(y) 2 Vf(y)e(x—y)



Universidad
+ CEU ‘(C./.‘u/r'uuH/('rmrr Mateméticas A.D.E

De forma clara al ser f convexa obtenemos del lema tomando y = x* que
fx)—f(x*) > Vf(x*)e(x—x*)=0e(x—x") =0,
para cualquier otro x en D, en consecuencia

fx) = f(x7)
para cualquier otro x en D y x* es un minimo global en D. =

Ejemplo 15.7. La funcién z = f(z,y) = 2% +y?+y—1 definida sobre el dominio D = {(z,y) : 22+y* < 1}
convexo. §Es céncava o convexa?

El problema se reduce ahora a determinar bajo que condiciones una funcién dada en un dominio
convexo es concava o convexa.
Supongamos que f es convexa. Si definimos para x en D la funcién

w(t) = f(x+ th),

donde |/h|| < §, entonces como la funcién g(¢t) = x + th es lineal es a su vez céncava y convexa, ademds
es facil comprobar que entonces w es a su vez una funcién convexa de una variable. Luego se tiene que
cumplir que w”(t) > 0, en particular,

w”(0) >0

para cualquier x en D. Conocemos que
w'(t) = Vf(x+th) e h.
La cuestién es que vale w”(t). Veamos que ocurre con dos variables:
w'(t) = fo(x+ th)hy + fy(x + th)hs,
tenemos que derivar entonces

d d

Si volvemos a aplicar la regla de la cadena obtenemos

%fx(x +th) = fe(x +th)hy + fo(x + th)hs,

%fy(x +th) = fy.(x + th)hi + fy, (x + th)hs.

Entonces
") = —df (x +th)h; + —df (x +th)h
v - oa’ PTEEL 2

+(fya(x +th)hi + fyy(x + th)ho)ho

= fmc(x + th)h% + fyy(x + th)h%
+(foy(x+th+ fy(x+th))hihe

= [ h1  he } fyg;(x+th) fyy(X‘i‘?fh) :| |: ho :|
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Luego se ha de cumplir que

w0 = o) [ 0 [ ] 5o

para todo x en D y para cualquier ||hl|| < 4.

Observacién 15.1 (Importante). Fijémonos que si la matriz

g ]

es simétrica, entonces la funcién

=L ve | 60 5 ][

es una forma cuadratica. Conocemos, en este caso, que si los valores propios de la matriz de derivadas
segundas son positivos entonces se cumple que g(hy, hy) > 0 y en consecuencia se cumplird la condicién
de convexidad para la funcién f.

Ejemplo 15.8. Para la funcién z = f(z,y) = 22 + 3% +y — 1 se tiene

fe=2x fy=2y+1
f:wc =2 facy =0
fyw =0 fyy =2.
Entonces la matriz
Fro®) fuy(x) } _ [ 2 0 ]
fya (%) fyy(x) 0 2

es simétrica y diagonal. Los dos valores propios son A\; = Ay = 2 positivos. Luego la funcién f es convexa
sobre cualquier dominio que sea convexo, en particular cualquier dominio convexo que contenga al minimo
de esta funcion este serd minimo global sobre el dominio considerado.

El siguiente resultado nos proporciona las condiciones bajo las cuales la matriz de derivadas parciales
segundas va ha ser una matriz simétrica.

Teorema 15.3 (Teorema de Young). Supongamos que dos derivadas parciales de orden m de la funcién f
se obtenido con el mismo nimero de derivaciones con respecto a cada una de las variables y son continuas
en un dominio abierto D. Entonces las dos derivadas parciales son iguales en todo punto de D.

En particular este resultado afirma que si fzy(2,y) v fy=(2,y) son continuas en D, entonces

fzy(x7y) = fyw(x7y)-

Esto nos dice que bajo estas hipétesis la matriz de derivadas segundas

faa(X)  fay(x) ] _ { faa (X)) fay(x)
fyz (%) fyy(x) foy(x)  fyy(x)

es simétrica.

Podemos ahora establecer las condiciones necesarias y suficientes para determinar si una funcién en
un dominio convexo es céncava o convexa.

Dada una funcién f(x1,xo,...,z,) se llama matriz hessiana a la matriz formada por todas las deri-
vadas parciales segundas

Jore (%) forza(X) 0 frr, (%)
Hferan o an) = Hyo) = | 0 a0 Jeann B

v fomn() o forn (%)
_ T _ m  :”:eey s
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Teorema 15.4. Supongamos que f tiene derivadas parciales segundas continuas y estd definida en un
dominio abierto y convexo D de R™ entonces:

1. f es convexa si y solo si todos los valores propios de la matriz H f(x) son positivos para cualquier
xen D.

2. f es céncava si y solo si todos los valores propios de la matriz H f(x) son negativos para cualquier
x en D.

15.3. Las condiciones de segundo orden

Vamos a establecer ahora las condiciones para determinar si un punto donde el gradiente se anula es
un maximo o minimo local.
Supongamos que x* es un punto del dominio D donde

Vix*)=0.
Consideremos la funcién de una variable
w(t) = f(x" + th),
donde |/h|| < . Entonces empleando el Teorema de Taylor tenemos que
w(t) = w(0) +w'(0)t +w” (0)t* + ¢
donde € mide el error que se comete al aproximar la funcién. Sustituyendo se tiene que

f(x*+th) = f(x*)+ (Vf(x*)eh)t+ (hTHf(x*)h)t? 4 ¢

= [f(x")+ (hTHf(x*)h)t2 + ¢, recordemos que Vf(x*) =0,

entonces
f(x* +th) — f(x*) = (WTHf(x*)h)t? + ¢

si consideramos que el efecto del error es pequeno, si todos los valores propios de la matriz hessiana H f(x*)
en el punto donde el gradiente se anula son positivos, empleando coordenadas candnicas podemos afirmar
que

hTHf(x*)h >0

para todo ||h|| < § distinto del vector cero. En consecuencia, se cumple que
f(x*+th) — f(x*) > 0« f(x*+th) < f(x").

Esto nos dice que x* es un minimo relativo, ya que la desigualdad solo se cumple en puntos cercanos a
*
x*.

Podemos enunciar entonces el siguiente teorema.

Teorema 15.5. Sea f una funcién con derivadas parciales segundas continuas en un dominio D. Supon-
gamos que x* es un punto interior de D de forma que V f(x*) = 0. Entonces

1. Si todos los valores propios de la matriz hessiana H f(x*) son positivos entonces la funcién f tiene
en x* un minimo relativo.

2. Si todos los valores propios de la matriz hessiana H f(x*) son negativos entonces la funcién f tiene
en x* un maximo relativo.
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Ejemplo 15.9. Hallar los méximos, minimos relativos de de la funcién
f(z,y) =log (¢* +y* +1).

Calculamos los puntos donde el gradiente se anula, para ello igualamos las derivadas parciales a cero
y resolvemos:

2x
= B —— it O
2y
= ———————————— 0
fy(xa?/) ($2+y2+1)
entonces el Unico punto es
Xp = (0, O) .
Calculamos las derivadas segundas
22 —y? -1
fxm(x7y) = _2—, f:r:v (070>:27
(22 + 92+ 1)°
ry
T, = 44— 0,0) =0,
fxy( y) (x2+y2—|-1)2 fxy( )
2?2 —y?+1
x, = 2— 0,0) = 2.
Flesy) = 2 fn 0.0

La matriz hessiana es entonces
2 0

como la matriz es diagonal, los valores propios coinciden con los elementos de la diagonal, entonces el
punto (0,0) es un minimo local ya que todos son positivos.

Ejemplo 15.10. Analizar el comportamiento de z = z®y + 2y° + zy en los puntos donde el gradiente se
anula.
En primer lugar

2z, = br'y+y°+y=0;
z, = 20 +5xyt+a=0;
esto es
2y = y(5x4+y4+1)=0;
Zy = x(m4+5y4+1)=0;
como

et 4yt 4+1>0:2 + 5y +1>0
entonces el Unico punto donde las derivadas parciales se anulan es

Xp = (0, 0) .
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Calculemos las derivadas segundas:

me<.’1,‘, y) = 20333% Zxx (07 O) =0,
Zey(,y) = Bt 45yt +1; 24 (0,0) = 1,
Zyy(z,y) = 20zy°; Zyy (0,0) = 0.

La matriz hessiana es entonces 0 0o
0= o 7.
Como es diagonal y uno de los valores de la diagonal es cero, nos encontramos frente a un punto sobre el
cual no podemos decidir.
Ejemplo 15.11. Calcular los extremos relativos y clasificarlos para la funcién
z=1x +2w3+m2x3—x%—x§—x§.

En primer lugar calculamos los valores donde la derivada se anula:

2y, = 1-2x1 =0,
Zgy, = X3—2x9=0,
Zegy = 2+ x20—223=0.

De la primera ecuacién tenemos que 1 = 1/2. En la segunda ecuacion se tiene que z3 = 2x4, sustituyendo
en la tercera se tiene que
2+$2—43€2:0:>302:2/3:>2173 :4/3
Luego el tnico punto donde se anula el gradiente es x* = (1/2,2/3,4/3).
Calculamos ahora las derivadas parciales segundas
Zoray (X1, T2, 3) = =2, 24,4,(1/2,2/3,4/3) = =2,
) 0, 2uy2,(1/2,2/3,4/3) =0,
Zoyws (T1,Z2,%3) = 0, 24,4,(1/2,2/3,4/3) =0,
3) = =2, 23,2,(1/2,2/3,4/3) = =2,
)
)

Zmlmg T1,X2,T3

X
23) = 1, Zp,0,(1/2,2/3,4/3) =1,
—2, Zpu0s(1/2,2/3,4/3) = —2.

Zmza}g x 71:27

(

(21
Zzgw, (T1, T2,

(21 3

(

Zxzxz (L1, T2,T3

La matriz hessiana es entonces

-2 0 0
Hf(1/2,2/3,4/3) = 0 -2 1
0 1 -2
Para calcular los valores propios tenemos que calcular en primer lugar el polinomio caracteristico
—-2—-A 0 0
det(H f(1/2,2/3,4/3) — XI) = det 0 —-2—-A 1
0 1 —2-A
desarrollamos por la primera columna
—2-A 1
= (—=2—X)det 1 9y

= (=2=0((-2-X1*-1)

= (=2—- XN\ +4)\+3).



CAPITULO 15. OPTIMIZACION @® ceu iz

A partir de esta expresion ya podemos conocer que A = —2 es una raiz del polinomio caracteristico. Para
obtener las otras dos necesitamos resolver

M44+3=0= )=

—44+ /16 —12 _{ -3
2 ] -1

Como los tres valores propios son negativos, la funcién z alcanza en el punto (1/2,2/3,4/3) un maximo
relativo.

15.4. Extremos restringidos y multiplicadores de Lagrange
= Recordemos como soluciondbamos problemas del tipo

mix 224+ y? —2zy
sa 22+y2-1=0.

= A la funcién a optimizar
f(zy) =2 +y° -2y
se le llama funcién objetivo. A la funcién
g(z,y)=a"+y*~1
se le llama funcién restriccién.

= Este tipo de problemas se escriben de forma maés general como

max f(x)
sa  g1(x)=0
g2 (x) =0

donde
f,gl,92,~~~7gman — R.

= Otra forma de expresarlo es
méx f (x)

donde
f:QCR*—R

siendo
Q={xeR":¢g;1(x)=0,92(x) =0,...,9m (x) =0}

el conjunto de soluciones de m—ecuaciones con n—incégnitas.

= Nétese que los x que satisfacen
g1(x)=0
estan situados en una superficie de nivel para la funcién g; con constante 0. Entonces

Q={x:91(x) =0}N{x:g2(x) =0} N---N{x: g (x) =0}

es la interseccién de m—superficies de nivel.
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= Ejemplo: Sean

gl(xaywz) = x2+y2+2271:07

g2 (Jc,y,z) = z2yz—0.05=0.
graficamente

Teorema 15.6 (Método de los multiplicadores de Lagrange). Sean f : U CR®* — Ry g: U CR* — R
funciones de clase C! dadas. Sean x¢ € U de forma que g; (xo) = 0. Supongamos que

Vg (xo) # 0.
Si x( es una solucién del programa
max f(x)
sa ¢gx)=0

entonces existe un nimero real A de forma que

Vf(x0) = AVg (x0) ,

esto es,

Vf(x0) € Gen{Vyg(x0)}.
= Demostracién: Consideremos trayectorias
¢ [oee] — fx: g (x) = 0}
de forma que ¢ (0) = xg. Como g [c (¢)] = 0 para todo t € [—¢, €], se tiene que

Cole]] = Vg(xo) - (0)=0.

t=0

En consecuencia ¢’ (0) es ortogonal a Vg (xo) . Si f tiene un méximo en {x : g (x) = 0} situado en
Xg, entonces f [c(t)] tiene un méximo en ¢t = 0. En consecuencia

d , B
@ eWl| =it =0
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y por lo tanto ¢’ (0) es ortogonal a Vf (x¢). Cémo Vf (xg) es ortogonal al vector tangente de
cualquier curva en {x : g (x) = 0} que pase por Xg, entonces tiene que ser ortogonal al plano tan-
gente a {x: ¢ (x) =0} en x¢. Del mismo modo como Vg (xg) es ortogonal al vector tangente de
cualquier curva en {x : g (x) = 0} que pase por Xg, entonces tiene que ser ortogonal al plano tan-
gente a {x : g (x) = 0} en x¢. Como dos vectores ortogonales a un plano tienen que ser linealmente
dependientes , obtenemos que V f (x9) y Vg (x0) tienen que ser linealmente dependientes. Entonces
debe de existir un nimero real A de forma que Vf (x9) = AVg (xo) R

= Si ahora consideramos el problema més general

max f(x)
sa  g1(x)=0
92 (x) =0

podemos escribirlo del modo siguiente: Sea
g:UCR" —R™

definida por
g(x) = (91(%),92 (%) -, gm (x))

entonces el programa puede escribirse como

max f(x)

sa g(x)=0
En este caso

{x:g(x) =0}

también define un conjunto de nivel. Dado un punto xg € U de forma que

g(x0) =0
;,Cudl es el espacio tangente al conjunto de nivel en este punto?

= En el caso anterior un vector v pertenecia al plano tangente {x : g (x) = 0} en xq si
Vg (x0)-v=0

o bien
Dg(x9)v=0

esto es
v € Nul Dy (x¢) .

» Se define entonces el espacio tangente a {x : g(x) = 0} en xo como el conjunto de soluciones del
sistema homogeneo

Dg (x9)x = 0.
Esto es, v pertenece al espacio tangente a {x : g (x) = 0} en X si y solo si
Dg(xo)v=0.

Recordemos que
Nul Dg (xo) = (fila Dg (x0))™



Mateméticas A.D.E

= Ejemplo: Consideremos la superficie de nivel definida a partir de las soluciones del sistema

g1 (z,y,2) = 22+y*+22—-1=0,

g2 (v,y,2) = \/§x+\/§y+\/§z—3:0.
y el punto
< 1 1 1 >
Xo0=\| 7= 7= =
V33 VB
que satisface ambas ecuaciones. Entonces el espacio tangente se calcula definiendo

g(z,y,2) = (x2+y2+22—1,x/§x+\/§y+\/§z—3).

Calculamos en primer lugar

S

Dg(X):[\Q/% \2/%]

y sustituimos
1 1 1 2 2 2
Dg<_,_’_)—|:\/§ V3 \/g]
V3 V3 V3 V3 V3 V3

Entonces los vectores del espacio tangente a la superficie de nivel son soluciones del sistema homo-

geneo
2 2 2 T
Dg(i,;L)X:{Tﬁ 7 73} ) :{0}
3 V3 V3 V3 V3 V3| 0
esto es,

EEE 1Nt

en consecuencia el sistema en forma escalonada reducida es

/)

O =

r+y+z = 0,
0 = 0.

Entonces
rT=-y—z

y los vectores x del espacio tangente se escriben como

T -y —z -1 -1
y | = Y =y 1 {4z 0
z z 0 1

Empleando el mismo argumento que en el demostracién del Teorema 9 obtenemos que Vf (xg)
tiene que ser ortogonal al espacio tangente al conjunto de nivel en x( siempre y cuando x( sea una
solucién del programa. Por otro lado, cualquier vector ortogonal al espacio tangente tiene que estar
generado por el espacio fila de Dg (xg) , que esta generado a su vez por

{Va1 (x%0), Vg2 (%0) -, Vgm (x0)} -

En consecuencia obtenemos el siguiente resultado:
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Teorema 15.7 (Multiplicadores de Lagrange). Sean
f:UCR®" —R

y
91,y gm U CR" — R

funciones de clase C' dadas. Sean xy € U de forma que
g1 (XO) =0,92 (XO) =0,...,9m (XO) =0.

Supongamos que
Vgl (XO) 7V92 (XO) PRI VQM (XO)

son linealmente independientes (luego m < n). Si x¢ es una solucién del programa

max f(x)
sa g(x)=0

entonces existen m-—numeros reales A1, Ao, ..., A\, de forma que
V[ (x0) = MVg1 (x0) + A2V g2 (x0) + - + A Vg (X0) ,

esto es,
Vf(x0) € Gen{Vg1 (x0),Vg2(X0),---, Vgm (X0)} -
Corolario 15.1. Las posibles soluciones del programa
max f(x)
sa g(x)=0

tienen que ser soluciones del sistema de ecuaciones

for (%) = A1 (91), (%) + A2 (92) 5, (%) + -+ 4 A (), (%)
oo (%) = M1 (91),, (%) + A2 (92) 5, (¥) + -+ 4 A (9m) o, (%)

For, () = A1 (92),, (%) + Ao (g2),, (0 + -+ A (), (%)

gl?x) =0
92 (x) =0
gm (x) =0

donde las incognitas son

(x,A) = (21,22, -« -, Ty A1y Agy ooy A )
= Ejemplo: Hallar las posibles soluciones del programa
mix x+y-+=z
sa. x2+y’=2
r+z=1
e Solucién: En este caso
f@y,z) = z+y+z
gl(xayﬂz) = $2+y2—2:0,
QQ(LU,y,Z) = z+z—-1=0
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Calculamos
Vi(z,y,2) = (1,1,1),
v.gl (x7y7z) = (2$72y70)a
Vgg (w,y,z) = (1303 1)

Planteamos ahora
Vf(x)=MVgi (x) + A2Vga (x)

esto es
(17 ]-7 ]-) = )\1 (2.’5,2:(/,0) + )‘2 (17 0’ 1) = (21')‘1 + )\27 2y)\17 )\2)

igualando componente a componente obtenemos

1 = 22X+ A
1 = Qy)\l
1 = A2
y anadimos las restricciones
2?2 +y? =2
r4+z=1 "~
Hay pues que resolver
1 = 22X+ A
1 = 2y)\1
1 = X
2 = 22+44?
1 = xz+=2

Entonces
A2 = 1 = (sustituimos en la 1%c.) 1 = 2z + 1 = 22\ =0,

(si A1 = 0 =>(sustituimos en la 2%c.) 1 = 2yA; = 0 una contradiccién) luego A; # 0, esto
implica
x = 0 = (sustituimos en la 5%c.) z =1

y en la 4%ecuacion obtenemos

y=+v2,

y en la 2%ecuacién obtenemos
1

A =t——.
1 2\/5

Los posibles éptimos son

1
Xp = (O,\/ﬁ,l) con A\q :2—\/§,>\2:1

1
22’

s Cuestion: ;Tiene solucién el programa de optimizacion anterior?

xgz(O,—\/i,l) con A\y = — Ao =1
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15.4.1. Condiciones suficientes de segundo orden

» Supongamos que Xg es un maximo, entonces para cualquier trayectoria
¢:[-ee] — {x: g (x) = 0}
de forma que ¢ (0) = x( y donde gc(t)] = 0 para todo t € [—¢, €], se tiene que

dQ
)] <o

Empleando la regla de la cadena se tiene que

=V (x0)-c" (0)+¢c (0)" Hf (x0) ¢ (0).

t=0

d2
e (®)

Ademas si derivamos dos veces la expresién

AMgr[e @]+ Aaga[e )]+ + Amgm [c(t)] =0
obtenemos

Z AiVgi (x0) - ¢ (0) + Z A’ (0)" Hgi (x0) ¢’ (0) = 0.

Restando ambas derivadas segundas obtenemos

d2
e Fle )]

t=0

= Vf(x0)-¢"(0) +¢ (0)" Hf (x0) ¢ (0)
—Z)\lng (X0)~ Z)\ZC Hg, Xo) (0)
= (w Xo) Zw% xO>- c”(0)

+c (0)" <Hf X0) ZAHg, x0> ' (0)

¢ (0)" (Hf X) Z/\ng x0> "(0) <0.

ya que al ser xg un maximo tiene que cumplir que

— > AiVgi(xo) =
i=1
Teorema 15.8 (Condicién de segundo orden). Si xq es una solucién del programa
méx  f(x)
sa gx) =0

entonces

(Hf X) Z)\ng x0>v§0
s e
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para cualquier vector v del espacio tangente a {x : g (x) = 0}, esto es para cualquier v que cumple
Dg(x9)v =0.
= La condicién
(foo Z)\ng x0>v§0
nos dice que
(Hf X0) Z)\ Hg; (%o )
es la matriz de una forma cuadratica semidefinida negativa sobre el espacio tangente a {x : g (x) = 0} .

Teorema 15.9 (Condicién suficiente). Supongamos que X es solucién del sistema de ecuaciones

for (%) = A1 (91),, (%) + A2 (92),, (%) + -+ A (), (%)
foo (%) = A1 (91) 4, (%) + A2 (92),, (%) + -+ A (9m), (%)

fr (¥) = A (91)a, (%) + A2 (92),, () + -+ + A (gm),, (X)

g1(x) =0
g2 (x) =0
Im (X) =0
para unos nimeros reales Aq, Ao, ..., A\, adecuados. Ademads

(foo Z)\ng x0>v<0

para cualquier vector v del espacio tangente a {x : g (x) = 0}, esto es para cualquier v que cumple

Dg(x9)v =0,
entonces xg es solucion del programa

méx  f(x)

sa g(x)=0

= ;Como podemos obtener la matriz

L (x0,\) = (Hf Xo) Z)\ng x0>

proyectada sobre el espacio tangente a {x: g (x) = 0}?
(a) Obtenemos la solucién en forma vectorial del sistema homogeneo
Dg (x9)x =0,

de forma que obtenemos una base {aj,as,...,a;} del espacio nulo de la matriz Dg (xg) .
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(b) Proyectamos todas las columnas de la matriz

L (XO, )\) = (Hf (Xo) — Z )\ngi (Xo))

sobre el espacio generado por

{alaaQ? ... aak}

esto es construimos
A=[a ay - ay |

y calculamos la matriz simétrica
. -1
L(x0,\) = (ATA) "~ ATL (x0,)) A.
que aparece como solucion de las ecuaciones normales del problema de minimos cuadrados

AT A% =ATL (x,\) A.

(c) Calculamos los valores propios de L (%0, A), si son todos negativos entonces xg es la solucién del
programa.

= Ejemplo: Del programa
mix T +y-+z
sa. 2?24y*=2
r+z=1

conociamos que los posibles éptimos son

1
1
Xy = 0,\/5,1) con Ay = ——=, =1
y
1
2
Xy = 0,—\/5,1) con \; = ———=, Ay = 1.
0 ( 1 2\/5 2
Ademas,
f(zy,2) = z+y+z
9 (2,y,2) = 2*+y*-2=0,
92(x3y72) = z+2z—-1=0
y
vf(x’y’z) = (17]‘7]‘)7
v.gl (CU, Y, Z) = (21:’ 2ya 0) ’
ng (I,y,Z) = (17071)
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Entonces
[0 0 01
Hf(z,y,2) = 00 0/,
| 0 0 0 |
(2 0 0]
Hgl(xa:%z) = 0 2 0 )
| 0 0 0 |
[0 0 01
Hgs (z,y,2) = 0 00
| 0 0 0 |

En esta situacién calculamos

L(x7y7Z7A17>\2)

Hf (l',y, Z) - )\ngl (.Z',y,Z) - )\2Hg2 (.’E,y,Z)

[0 0 0 2 0 0 00 0
= 00 O0|=Xx]020]=Xx]000
|0 0 0 000 000
—2)x; 0 0
= 0 —2X 0
0 0 0
y sustituimos
r—L~ 0 0
1 V2
L(O\/El—1> = 0o -L o
b b} b) \/5 b)
2v2 L 0 0 0
-1
L(O V2,1 ! 1) ? ? 8
s s Ly T T = = 75
2v2 L 0 0 0

Ahora calculamos el espacio tangente a las restricciones a partir de
g(z,y,2) = (m2 +y? =2, +2— 1)
Calculamos
Dg(z,y,2) = [ 2190 20‘1/ (1) ]

y sustituimos

paavis) - [0 0]
i) - [0 37 Y]

en el primer caso el espacio tangente

oe(059)-[4 3 ]|

O =
— O
O =
—_
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en consecuencia el sistema asociado es

x +z = 0
Y = 0
luego
T —1
y | ==z 0
z 1

y la base del espacio tangente esta tinicamente formada por la base del espacio columna de la matriz
A= 0

En el segundo caso
0 —2v2 0 1 01
Dg<0’_\/§’1>:[1 v ]N[o 1 0]

en consecuencia el sistema asociado es

T 4z = 0
Y = 0
luego
x -1
y | ==z 0
z 1

v la base del espacio tangente esta unicamente formada por la base del espacio columna de la matriz

A= 0
1

Vamos ahora a calcular L (%0, A), para ello necesitamos

-1

-1
(ATA)7'AT = [[-1 0 1]| o [-1 0 1]
1
= ' [-10 1]
1
= 5[-10 1]
Entonces,
—1 0 0 1
. 1 1 V2
L(0ﬁ1—1>:—[—101] 0 —-% 0 0
) ) ) \/5
2v2 2 0 0 0 1
1
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/]

4

y el valor propio es
1
——V2
4 V2
negativo, luego se trata de un méaximo. La solucion del problema es

Xp = (0,\/5,1), f(O,\/§,1> — 1+ V2.

En el segundo caso

1
- 0 0 -1
- 1 1 V2
L{0,—v2,1,—=,1] = [ -1 0 1 L 0
<07 \/_7 ) 2\/57 ) 2 I: ] 0 \/5 0
0 0 0 1
1
= —-V2
4
el valor propio es
1
-2
4\/—’
en este caso se trata de un minimo. Ahora, bien si analizamos las restricciones
x? + y2 =9
r+z=1

obtenemos que

la interseccién es un conjunto cerrado y acotado, en consecuencia
(0, V2, 1) , (0, V2, 1)
son el maximo absoluto y el minimo absoluto respectivamente

f(o,\/ﬁ,l):u\/i,f(o,—\/ﬁ,l):1—\/5.
e
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15.5. Condiciones de Kuhn—Tucker

= Consideremos ahora el problema

= Podemos entonces plantear

ph(x) =0

en donde la tercera ecuacién nos dice que o bien se cumple

Vf(x)=AVyg(x),

o bien se cumple

max f(x)
sa. g(x)=0,
h(x) <0

Supongamos que {Vg (xq), VI (xg)} es un conjunto linealmente independiente. Entonces existe un niime-
ro real A y un ntmero real g > 0 de forma que

Vf(x0) =AVg (x0) + uVh(x0),
g (XO) = 0’

wh (x9) = 0.



Capitulo 16

Integracion de funciones de dos o
mas variables

16.1. Introduccion: Principio de Cavalieri

Conocemos que
b
/ Ixder=(b—a)

si consideramos la funcién

fz,y) = 1 si a<zx<bc<y<d
YT 0 si resto de puntos del plano.

es decir la funcion toma el valor uno cuando
x € la,b] ey € e, d]

esto se escribe como
(z,y) € [a,b] x [¢,d]

donde
R = [a,b] x [¢,d]

es un rectangulo de base [a,b] y de altura [c,d]. Entonces la gréfica de la funcién es si tomamos R =
[0, 1] % [0,1],
entonces el volumen contenido debajo de la grafica es igual a
1x [(b—a) x (d—c)] = Altura x Area de la base.
Definicién (Integral doble): Se define la integral doble de una funcién

f:R=][a,b] x [c,d CR* — R

y que toma valores no negativos
f(@,y) =0,

como el volumen de la region
Q={(,y,2): (x,y) €R,0< 2 < f(z,y)} CR,

1
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y se denota este volumen por

//Rf<x,y>dA://Rf(x,y>dmdy

dA = dxdy

donde

es la llamada “diferencial de drea”. En este caso
dxdy # dydz.

Ejemplo 16.1. Entonces

1><[(b—a)><(d—c)]://Rldi://Rlxdxdy

f:R=la,b x[c,d CR? — R

Ejemplo 16.2. Si

se define como
fzy)=k>0

//Rf(w,y)dA - //Rﬂx,y)dxdy
= //deasdy

= kX /da:dy
R

= kx[b-a)x(d-0c).

entonces
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Ejemplo 16.3. Consideremos

f:R=1[0,1]x[0,1]] cR* —R

se define como

entonces hay que calcular ese volumen, que es igual a la mitad del drea de la base por la altura méxima
que alcanza la figura, que en este caso es uno, esto es,

//R(l—a:)dA://R(l—x)dxdy:%

Ejemplo 16.4. Cémo seria el volumen definido por

// (2% + ) dA?
[—1,1]x[0,1]

Para calcular este tipo de integrales la idea que da el llamado “Principio de Cavalieri” es la siguiente
tomemos “cortemos” la figura anterior por el plano y = 0.5, esto es,
entonces la seccién transversal tiene un area que depende de y = 0.5, que podemos calcular como

En este caso

1
/ <x2 + (0.5)2) dz = 1.166 666 667
—1

en general y para cada y podriamos calcular

Lo o a’ 2 ' 2 2
(:v +y)dm: g—ka:y :§—|—2y
-1 -1

y ahora “sumamos” todas estas dreas para los valores de y en el intervalo [0,1], esto es,
172 2 2.0" 4
12 )dy=|= Z3 =<
/o (3+ y) Y [3“3‘”]0 3

Tambien se habrian podido emplear planos del tipo « = cte, por ejemplo x = 0.5, entonces habriamos
calculado en primer lugar

3 3

1 Y3 1 1
/ (2® +y?) dy = {xzy + —] =a2?+
0 0
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1.5
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1.2
1
0.5
1.

0

02 03 Y
¥ osd

mgF

y en segundo lugar

1 3 1
1 21 4
2
Nde = |2 4+ = -
/1(‘”" +3) v [3 +3$]_1 3

Empleando, pues, el “Principio de Cavalieri” calculamos en primer lugar el area de la seccién trans-
versal

d
mm=/fww@

y en segundo lugar “sumamos” las areas de todas las secciones transversales

/abA(x)d:c:/ab [/cdf(:c,y)dy} dx

que por abuso de escritura se suele escribir como

/abA(m)dx:/ab/cdf(ﬂc,y)dydx.

Del mismo modo se puede calcular en primer lugar

b
Amszmwm

/CdA<y>dy=/cd [/abﬂx,y)dx] dy

que por abuso de escritura se suele escribir como

][dA«y>dy::](djﬁbf(x,y>dxdy
/AJWWMAzlﬂlﬁwmeM

y en segundo lugar

Se define
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//Rf(:v,y)dA=/cd Vabﬂx,y)dx] dy.

/ / (sinz cosy) dA
[0,7/2]%x[0,7/2]

/2 m/2
// (sinxcosy)dA:/ / (sinz cosy) dy | dz.
[0,70/2] x[0,7/2] 0 0

Calculamos en primer lugar

o bien

Ejemplo 16.5. Calcular

En este caso

w/2 w/2
/ (sinzcosy)dy = sinz / cos ydy
0 0

= sinz[sin y]g/2

= sinx.
En segundo lugar

/2
/ sinzdz = [~ cosz]}/% = 1.
0

Finalmente

// (sinzcosy)dA = 1.
[0,70/2] %[0, /2]

16.2. La integral doble sobre un rectangulo

Al igual que en el caso de funciones de una variable podemos definir las funciones indicador de dos

variables
Loy bl x[er,d] - B =[a,b] x [e,d] CR* — R

como .
Ty bapen ] () = { R S
donde
a<a; <b <bc<e <dyp <d
Entonces

// I[ahbl]X[Cl,dl] (x,y)dA = // dA
la,b] x[c,d] [a1,b1] % [c1,d1]

= (by—a1)x (d—c1).
Podemos entonces tomar una “cuadricula” del rectdngulo R como
R = ([a1,b1] X [c1,d1]) U ([ag, b2] X [ca,d2]) U=+ U [an, by] X [cn, dy]
y definir funciones escalonadas como

n
Fy) = cilia, bxiesa) (2, 9)

i=1
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donde ¢q, ¢a, ..., ¢, son nimeros reales no negativos. Se define entonces

[ frenan = [ [ (Setnion o) s
R Ro\i=1
= Zci (// I[ai,bi]x[ci,di] (x)y) dA)
i=1 R

n
= ) cil(bi—a;) x (di — )]
i=1
En general para funciones f (z,y) continuas, se define mediante un paso al limite

//Rf(x,wdA

_ . Ti + Tit1 Yi + Yir1 ‘ A
- Axi—}éfgyﬁozf( 5 ' 2 )[Ax’ X vl

Teorema 16.1 (Integrabilidad de funciones acotadas). Sea f: R C R? — R una funcién acotada y no
negativa, esto es, existe un nimero M < oo de forma que

flx,y) <M

para todo (z,y) € R. Si el conjunto de puntos donde f tiene discontinuidades esta formado por una unién
finita de graficas de funciones continuas, entonces f es integrable sobre R, esto es, podemos calcular

//Rﬂx,y)dA

mediante el paso al limite anterior.

16.2.1. Propiedades de la integral doble sobre un rectangulo
1. Linealidad

//R (f(z,y) +g(z,y)dA

= //Rf(:z:,y)dA—l—//Rg(x,y)dA.
//R(Af(x,y))dA=)\(//Rf(w,y)dA)-

3. Monotonia: Si f (z,y) > g (z,y), entonces

//Rf(fv,y)dAZ//Rg(fE,y)dA-

4. Aditividad: Si R = Ry U Ry donde R; y Rs son dos rectangulos de forma que solo coinciden en la
frontera, entonces

//Rlusz(x,y)dA:/ le(x,y)dA+/ [ 1eia

2. Homogeneidad
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16.2.2. El Teorema de Fubini

Bajo que circustancias podemos asegurar que

/ab ij(m)dy} dw=/cd Vabf(:c,y)dx} dy?

Teorema 16.2 (Teorema de Fubini). Sea f una funcién continua con dominio rectdngular R = [a, b] x

[c, d] . Entonces
/ / f(z,y)dA
R

- /ab Vcdfu,y)dy] dm:/cd Vabf(m,wdx} dy.

Teorema 16.3. Sea f : R C R?> — R una funcién acotada y no negativa, esto es, existe un nimero
M < oo de forma que
flzy) <M

para todo (z,y) € R. Supongamos que el conjunto de puntos donde f tiene discontinuidades estd formado
por una unién finita de graficas de funciones continuas. Si la integral fcd f (z,y) dy existe para cada

x € [a, b], entonces ) ]
//Rf@,y)dA:/ab /Cdf(:c,y)dy o,

Del mismo modo si existe la integral f: f (z,y) dz para cada y € [c,d], entonces

//Rf@,y)dAz/cd -/abf(:r,y)dx- dy.

Si todas estas condiciones se cumplen simultaneamente, entonces

//Rf(xvy)dA
- /ab Vcdfu,y)dy]dx:/cd Mf(w)dw}dy.

Escribiremos abusando de la notacién

| df(fv,y)dy- dr = b df(fv,y)dydx
‘| bf(x,y)dfv- dy = ’ bf(x,y)dfvdy

/ / (2% +y) dA.
[0,1]x[0,1]
Empleando el Teorema de Fubini

1 1
/ / (2 +y)dA = / / (z* +y) dzdy.
[0,1]x[0,1] o Jo

Ejemplo 16.6. Calcular
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Calcularemos en primer lugar

Ahora )
b1 1y 5
— d: — _— = —.
[ Geo)a= %), -5

16.3. La integral doble sobre regiones mas generales

Consideremos dos funciones
¢1a¢2 : [aab] — R

de forma que
o1 (z) < b2 (2)

para todo x € [a,b]. Por ejemplo:
entonces estas funciones definen una regién del plano

D={(z,y) eER*:a <z <b ¢ () <y<ga(r)}.
A este tipo de region del plano la llamaremos regiéon de tipo I. Por ejemplo
D:{(a;y)€R2:—1§x§1,0§y§—m2+1}.

Consideremos dos funciones
1/11,’1[)2 : [C,d] — R

de forma que

1 (y) < ¥2 ()

para todo z € [a,b]. Por ejemplo:
entonces estas funciones definen una regién del plano

D={(z,y) eR?:c<y<d i(y) <z <ia(y)}.
A este tipo de regién del plano la llamaremos regién de tipo II. Por ejemplo
D:{(m,y)GRzz—lgygl,OSxS\/l—yQ}.
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Finalmente llamaremos region de tipo IIT aquellas regiones que son a la vez de tipo I y de tipo II.

Por ejemplo:
D:{(x,y)€R2:—1§y§1,0§x§\/1—y2}
tambien se puede escribir como

D:{(x,y)GRZ:OSxSL —\/l—xQSyS\/l—xQ}

en este ultimo caso

Teorema 16.4 (Integrales iteradas para regiones de tipo I). Sea f : D C R? — R una funcién continua
siendo D una regién de tipo I, esto es,

D={(z,y) eR*:a<ax<b ¢ () <y<do(a)}.

//Df(x,wdA:/ab V:;:)f(x,y)dy] s,
//T(x3y+cosy)dA

siendo T el tridngulo que consta de los puntos (z,y) tales que 0 <z <7/2y 0 <y < z.

Entonces

Ejemplo 16.7. Hallar
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Como se trata de una regién de tipo I, con

el anterior Teorema nos dice que

//T(aciiy—i-cosy) dA:/Oﬂ/Q [/Ow (a3 + cosy) dy] di.

Calculamos en primer lugar

x 2 xT
/ (z%y +cosy)dy = [xg% + sin y]
0 0

En segundo lugar

/2 5 6 /2 1
/0 (%-i—sin:c) dr = [%—cosx]o :ﬁﬂ'ﬁ—l-l.

1
3 dA= ——n%+1.
//T(x y + cosy) " +

Teorema 16.5 (Integrales iteradas para regiones de tipo II). Sea f : D C R? — R una funcién continua
siendo D una regién de tipo II, esto es,

D={(z,y) eR*:c<y<d, 1 (y) <z <¢2(y)}.

//Df@,y)dA:/cd [/Z:j)fu,y)dx] dy.

En el caso de que f (z,y) = 1 para todo (z,y) € D, entonces

//DdA:A(D),

Luego

Entonces



CAPITULO 16. INTEGRACION DE FUNCIONES DE DOS O MAS VARIABLES #® CEU [0,

es el area de la regién D. Si D es de tipo I se tiene que

J o= L[ o] f s

En el caso de que la region D fuese de tipo II se tiene que

L[] [ oo

16.3.1. Cambio en el orden de integracién

Supongamos que D es una region de tipo III. Entonces

D={(z,y) eR*:a<z<b ¢ (z)<y<do(a)}.

D={(z,y) eR?:c<y<d ¢ (y) <z <1 (y)}

Por lo tanto se tienen las férmulas

fewar= [ [ [ e i) ao
/] L.

tegar— [ ¢ @gao| av
1/, [

[ R /ab MT::)m,y)dy] o
AR

En consecuencia:

Ejemplo 16.8. Evaluar

cambiando el orden de integracion.
Conocemos que

a (a2—x2)1/2
/ / (a2 — y2) dydzx
o Jo
a (az—acz)l/2
= / / (a2 — y2)1/2 dy| dx
0 0

entonces la region de integracién D que es de tipo I se escribe como

D:{(sc,y):0§x§a,0§y§\/a2—x2}.
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En este caso
y=v 0,2 - .’1?2,

o bien

y? = a? — 22 22 =a? — 2,

que representa el cuadrante positivo de una circunferencia de radio a centrada en el origen. Graficamente
entonces

0<y<l1

0<z< Va2 —22.

Luego D como regién de tipo II se escribe como

entonces

I
—
S

=
[V
<
\_lj
=
[N~}
o,
N

Il
o\g
—

)
N
T‘
<
N
—
Q
¥
|
NS
o
N—
.
~
N
ISH
&
[EL—"
QU
<

en este caso

= (@)
_ (a2 _y )1/2 (a2 -~ 2)1/2
= (a*=v7)
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Finalmente,

a 37a 3
2 2 2 Y 2a

— d = —_ = —_—

/o ("= v’) dy [ay 3}0 3

16.4. El Teorema del cambio de variables

El problema que nos planteamos es el siguiente. Usualmente calculamos un volumen empleando la
“diferencial de area”
dA = dzdy.

Supongamos que cambiamos las variables (z,y) empleando

x = z(u,v)

Yy = y(u,v)

por las variables (u, v). ;Qué relacién existe entre

dA = dxdy
y -~
dA = dudv?
Noétese que podemos definir
T :R> — R?

T (u,0) = (2 (u,0),y (u,0)) = (2,9) .-

Ejemplo 16.9. Consideremos el cambio a coordenadas polares

x = rcosf=ux(rb)

y = rsinf=vy(r0),

esto define una transformacién
T (r,0) = (rcosf,rsinf) = (x,y)

Entonces si (r,0) € [0, 1] x [0, 27], tenemos que
PR =ri<1

es decir (x,y) pertenecen al disco de radio 1 centrado en el origen
Entonces podemos considerar que
T:R— D

donde
R=10,1] x [0,27],D = {(z,y) : 2° +y* < 1}.

Ademas como

x = rcosh =ux(r,0)

y = rsinfd=vy(r0),
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LR
A4 o 03
Rk
empleando la regla de la cadena obtenemos
ox or .
de = Edr + %dﬁ = cos @dr — rsin 0d#,
Oy oy . .
dy = Edr + @de = sin fdr + r cos 0df
en forma matricial R
-2 £
dy ar 90 d9
o bien
dr | | cosf —rsinf dr
dy | | sinf rcos@ do |-
Noétese que
det CPSQ —rsinf =rcos’f +rsin?f=r (cos2 0 + sin? 0) =r,
sinf  rcosf
y que

cos) —rsinf _1_1 rcos@ rsinf
sinf rcosf "~ pr| —sin® cosf

siempre que 7 > 0, luego

L rcosf rsiné de | | dr

r| —sinf cosf dy | | d |~
Ejemplo 16.10. Consideremos

T (z,y) = [ _; i] [x ] :[ T2y ] = (v + 2y, -2z +v)

Y —2x+y
esto es,
u = z+2y=u(z,y),
v = 2z+y=v(r,y).

Ademas, como
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y la matriz es invertible

-1
1 2 1 _2
_ =13 1
2 1 : 5
entonces ) )
5 —£ u x
HRIEE
5 5 Yy
esto es,
— cu-zo=a(u)
z = pu—gv=z(w,v),
— Zut o=y (uo)
y = gutzv=yuv).
Diferenciando obtenemos en el primer caso
0 0
du = —udx+—udy:1dx+2dy,
ox dy
0 0
dv = —vdx+—vdy:—2dx+1dy
ox dy

y en el segundo

der = %du + %dv = gdu — gdv,
Oy oy ., 2
dy audu—i— (%dv 5du + —dv.

En forma matricial

du | 1 2 dx
dv | | -2 1 dy
Y 1 2
dx } [ F —% du
-11 1]l
Supongamos que
z = z(u,v),
y = y(u,v)
que define una transformacion
T R? — R?

T(“’?”) = (SE (uvv)ay(uav)) = (m,y)

Entonces llamamos determinante jacobiano de la transformacion a

d (x,y) g Oz
= det U v,
0 (u,v) ¢ % %
Ademas si
dA = dxdy
y ~
dA = dudv
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se tiene que

9z Oz Oz Oz .
dA = dxdy = det[ v gy ] dudv = det[ gu Qv ”dA.
ou v ou v
Ejemplo 16.11. Sea
x = rcosh =x(r,0)
y = rsinf=y(r0),
entonces
dady = |det [ cosf  —rsinf } drdf = |r| drds.
sinf  rcosf
Ejemplo 16.12. Sea
u = z+2y=u(zy),
v = 2z+y=v(r,y).
entonces
dudv = |det [ _; ? ] dxdy = |5| dedy = 5dzdy.
Ejemplo 16.13. Sea
= fu-tv=z(uv)
x Fu—gv=a(u),
= Zutzo=yuo)
Yy Fut ev=y(u0).
entonces
1 _2 1 1
dzdy = |det [ 3 ? ] dudv = '— dudv = —dudv.
5 5 5 )

Teorema 16.6 (Teorema del cambio de variables). Sean D y D* dos regiones elementales del plano y
sea T : D* — D de clase C!, de forma que T (D*) = D y que

T (u,v) = (2 (u,0),y (u,v)) = (,9)

cumple que
3 (z,y) [ g G }
= det u o gu | £ ()
9 (u,v) i

para todo (u,v) € D*. Entonces

/ /D f (2, ) dudy

= / . f(x(u,v),y (u,v)) dudv.

det [

Q)lQ‘QJlCD
fleg s
slesle
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El problema consiste en encontrar los extremos de integracién, esto es, si

T (r,0) = (x (r,0),y (r,0)) = (rcosf,rsinf) = (z,y)

D* = [0,1] x [0, 27]

entonces
D =?

Notese que

/ f(x(r,0),y(r,0)|r| drdd
D

1 27
/ [ f(x(r,0),y(r,0))|r|do| dr
o LJo

se puede calcular facilmente, sin embargo para

/ /D f (e, y) dedy =7

O bien el problema inverso: ;qué transformacion tenemos que emplear sobre D de forma que D*, sea una
region elemental de facil integracién.

Ejemplo 16.14 (Célculo del drea de una circunferencia de radio unidad). Consideremos la circunferencia
de radio unidad

D={(z,y) eR?: 2% +y* <1}

A(D) = / /D dudy.

Si empleamos el Teorema del cambio de variable asumiendo

entonces el area se calcula como

r = rcosb,
y = rsinf
y
f(z,y) =1,
siendo el radio
0<r<i1
y el angulo
0<6<2m

obtenemos que

A(D):// d:cdy:// || drdf
D [0,1]x[0,27]
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en este caso

1 27
// |r| drd0 = /[/ rdﬂ} dr
[0,1]x[0,27] 0 0
1
= / [r@]éﬁdr
0

/01 [27r — 0] dr

16.4.1. Geometria de las funciones de R? a R?

Consideremos una matriz A 2 x 2 invertible y sea A~! su matriz inversa. Supongamos que tenemos
una transformacién

T (z,y) = (u,v)

definida a partir de

ademds podemos definir

a partir de

Si tenemos un rectdngulo R = [a,b] X [c,d] en coordenadas (x,y) jqué tipo de figura geométrica
serd T (R) = R* en coordenadas (u,v)? Del mismo modo si conocemos que tipo de figura geométrica es
R* en coordenadas (u,v) entonces conocemos que T~! (R*) = R es un rectangulo en coordenadas (x,y) .

Sea R = [—1,2] x [—3,4] un rectdngulo que contiene al origen. Sea

S

una matriz invertible. Entonces D puede describirse empleando cuatro vectores

LS
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que determinan los cuatro vértices del rectangulo R. Entonces

1 2] =11 [ -7
-2 1 ][ -3 | -1

1 2] -1] _[7
-2 1] 4 | |6

1 27 21 _[-4
-2 1| [ -3 | -7
1 2727 _[10
-2 1] [4] |0

Se puede comprobar que estos nuevos cuatro puntos

EIRHREIRE
1|16 || =710
definen un paralelogramo que llamaremos R*. Entonces la transformacién T : R — R*definida por
MR R
Yy -2 1 Y -2z +vy

transforma la regién R en la regién R* punto a punto, esto es,

T (R)=R".
Teorema 16.7. Sea A una matriz 2 x 2 invertible y sea T la transformacién definida por

T (x) = Ax.

Entonces T transforma paralelogramos en paralelogramos y vértices en vertices. Ademds, si T (R*) es un
paraleogramo, entonces R* tiene que ser un paralelogramo.

Ejemplo 16.15. Sea P el paralelogramo acotado por las rectas y =2z, y =2z — 2,y =z yy =x + 1.
Evaluar entonces la integral doble
/ / xydxdy
P

haciendo el cambio de variable

<
Il
[\~
S
|
IS

esto es,
z | |1 -1 U
y| |2 -1 v
Como la imagen de un paralelogramo es un paralelogramo y conocemos los vértices en coordenadas
(x,y), vamos a calcular los vértices en coordenadas (u,v). Como

5[ 2)1:]
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entonces )
1 =1 [z] |u
2 -1 y| | v |’
como L
1 -1 1] -1 1
2 -1 -2 1
tenemos _ i} : o
-1 1 T | | u
-2 1 y | | w

-1 1 11 |1

| -2 1 ][2] [0]

-1 1 21 |10

-2 1 2 || -2

-1 1 3 | 1

-2 1 4 || =2
y

-1 1 0ol _|0

-2 1 0| 0]
Luego los vértices en coordenadas (u,v) son

(1,0),(0,-2),(1,-2),(0,0)

graficamente

y=2x-2

y=x+1
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este rectangulo lo podemos escribir como

[Oa 1] X [_27 0]
Ademas como
z | |1 -1 u
y| |2 -1 v
entonces
z = z(u,v)=u—v,
y = y(u,v)=2u—v
de donde
dr = 1ldu— ldv,
dy = 2du—1ldv
es decir
de | |1 -1 du
dy | | 2 -1 dv
luego
dedy = |det | 1 71 || dud
xdy = |det | , udv

la regién en coordenadas (x,y) es el paralelogramo P y en coordenadas (u,v) el rectdngulo [1, 0] x [-2, 0],

entonces
/ / rydxdy
P

= // x (u,v) y (u,v) det{1 _1]
[1,0]x[—2,0] 2 —1
= // (u—v) (2u — v) |1]| dudv
[1,0]x[—2,0]
0

_ /01 [/_Q(u—v)(Qu—v)dv} du

= T

dudv

Ejemplo 16.16. Calcular

// log (m2 + y2) dxdy
D

donde D es la region del primer cuadrante que esta entre los arcos de circulo

302+y2=a2
y
x2+y2:b2
donde
0<a<hb.
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Si empleamos el cambio a coordenadas polares

x = z(r,0)=rcosb,

y = y(r,0)=rsind

entonces como
22 +y* =r?cos? 0 + r?sin® 0 = r?

se tiene que

a? <r? <b,
entonces
a<r<b
Ademis,
T
0<o< —
- 2
Entonces

(r,0) € [a,b] x [o, g] .

Empleando el Teorema del cambio de variable se tiene que

// log (JJ2 + y2) dxdy
D

N //[a,b]x[o,g] log (m (r, 9)2 +y (r, 9)2> |r| drdf

b /2
= / / log (r2 cos? 0 + r? sin? 9) rd@] dr
a 0

b [ pr/2
= / / log (7"2) rdH] dr
a 0

b [ pr/2
= / / (2rlogr) dH] dr
a 0

b
= 7r/ rlog rdr

b? b? a? a?
=7 [(Elogb— Z) — <?loga— Z)] .
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